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Fehleranalyse beim Losen von
offenen Aufgaben

Ergebnisse einer empirischen Studie
in der Grundschule
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Abstract. Open problems play a key role in mathematics education, also in primary
school. However, children in primary school work in many relations in a different way
from learner in secondary school. Therefore, the (possibly) first confrontation with an
open task could be problematical. Within the framework of an international paper and
pencil test it was examined how far children of primary school notice the openness of a
task and which mistakes they do during working on that task. In particularly are meant
by openness different interpretations of the task, which all lead to a set of numbers with
more than one element as a result. For evaluation, a common classification system was
adapted by slightly modification of the original system.
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1. Forschungsanlass und Ziele der Forschung

Offenen Aufgaben wird im heutigen Mathematikunterricht eine besonders
grofle Rolle beigemessen, insbesondere, weil die Auseinandersetzung mit offenen
Aufgaben zur Forderung wichtiger mathematischer Kompetenzen wie Argumen-
tieren, Modellieren und Problemlésen beitragen kann ([18] S. 16f). Uberdies sind
weitere Vorteile des Einsatzes von offenen Aufgaben im Mathematikunterricht
bekannt, ebenfalls bei Greefrath ([18] S. 17) ist ein kurzes Resiimee der dies-
beziiglichen didaktischen Forschung nachzulesen. Das Spektrum reicht von Gele-
genheit zur Schiileraktivitidt bzw. zur selbststéindigen und kreativen Arbeit iiber
Ausweitung des heuristischen Erfahrungsschatzes bis hin zu Verstindniswecken

Copyright (© 2016 by University of Debrecen



84 Gabriella Ambrus und Kinga Szlics

und Motivationssteigerung. Wie Schiiler! der Sekundarstufe (in erster Linie der
Sekundarstufe I) offene Aufgaben bearbeiten, wurde in verschiedenen Klassenstu-
fen und in ver-schiedenen Kontexten bereits untersucht (beispielsweise [18] [10]).
Schiiler der Primarstufe arbeiten jedoch weniger bewusst, weniger systematisch
und weniger abstrakt als Schiiler der Sekundarstufe ([20] S.103). Somit stellt sich
nicht nur die Frage, welche inhaltlichen Kontexte fiir den anfinglichen Unterricht
im Bereich der offenen Aufgaben geeignet sind bzw. wie die Metakognition bei
Grundschulkindern geférdert werden kann, sondern vielmehr, ob Grundschulkin-
der iiberhaupt offene Aufgaben erkennen. Beispielsweise, ob sie erkennen, dass
Bedingungen formuliert werden sollen, bzw. ob sie erkennen, dass unter den for-
mulierten Bedingungen die Losungsmenge der Aufgabe aus mehreren Zahlen be-
stehen kann.

Wird die Offenheit einer Aufgabe nicht wahrgenommen, wird z.B. indirekt
angenommen, dass jede Aufgabe genau eine Zahl als Resultat haben kann und es
werden keine Bedingungen formuliert, so wird ein wesentlicher Aspekt der Aufga-
be aufler Acht gelassen. Dies soll zwar nicht als Fehler interpretiert werden (sie-
he auch Abschnitt 4.3), kann aber auf eine bestimmte Haltung mathematischen
Aufgaben gegeniiber hindeuten und kann auch mit dem vorangegangenen Un-
terricht zusammenhéngen. Systematische Fehler beim mathematischen Arbeiten
konnen allerdings auch u.a. iiber (Fehl-) Vorstellungen von Begriffen, iiber indi-
viduelle Losungsstrategien und -wege sowie iiber individuelle Handlungsmodelle
Riickmeldung geben [17]. Fehler im Zusammenhang mit offenen Aufgaben wer-
den oft bezogen auf Modellierungsaufgaben untersucht und demzufolge in erster
Linie anhand des Modellierungskreislaufes (z.B. [25]) strukturiert und analysiert
(bei-spielsweise [20]). Eine Analyse dieser Art setzt allerdings vielmehr Aspekt
der Modellierung als den der Offenheit in den Fokus.

Aufgrund der obigen Uberlegungen ergeben sich folgende Forschungsfragen:

e Nehmen Schiiler der Primarstufe offene Aufgaben als solche wahr? D.h. er-
kennen Sie, dass die Aufgabe einen bestimmten Interpretationsspielraum hat?
Inwieweit konnen sie mit der Offenheit der Aufgabe umgehen? Inwieweit ver-
suchen die Schiiler also, fiir die Aufgabe Bedingungen zu formulieren?

o Welche Fehler begehen Schiiler der Primarstufe bei einer ersten Auseinander-
setzung mit offenen Aufgaben? Wie kénnen diese Fehler kategorisiert werden?

IDer besseren Lesbarkeit halber wird im Folgenden durchgehend der Ausdruck “Schiiler” in der
ménnlichen Form gebraucht. Die weibliche Form ist selbstverstiandlich mit eingeschlossen.
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Unterscheiden sich diese Fehler von Fehlern, die beim Lésen von geschlossenen
Aufgaben gemacht werden?

Um diesen Forschungsfragen in erster Ann&herung nachzugehen, wurden in den
Jahren 2010 und 2011 schriftliche Tests in sieben Grundschulen, in insgesamt
15 Schulklassen in Ungarn, Deutschland und Finnland durchgefiihrt, bei denen
die Schiiler eine offene Aufgabe ohne zusitzlichen Hinweis auf mehrere Losungen
oder Losungswege bearbeiteten. Zur Auswertung der Losungsansitze bzw. zur
Analyse der begangenen Fehler wurden Fehlerkategorien entwickelt, die auf denen
von Radatz [36] basieren.

2. Theoretischer Hintergrund

2.1. Offenheit - offene Aufgaben im Mathematikunterricht

Die Beschéftigung mit inner- oder auflermathematischen Problemen geschieht
oft in offenen Situationen, in denen zuerst die konkreten Aufgaben bestimmt wer-
den miissen. Daher kann Offenheit als “ein typisches Merkmal eines authentischen
Umgangs mit Mathematik” ([13] S. 88f) betrachtet werden. Merkwiirdigerweise
wird Mathematik meistens jedoch durch geschlossene Aufgaben unterrichtet und
dadurch ein abgeschlossenes Bild iiber Mathematik vermittelt (vgl. [13] S.89f).
Was allerdings Offenheit bei Mathematikaufgaben bedeutet, wird in der Litera-
tur verschiedenartig formuliert:

Zimmermann gibt zum Beispiel sieben Charakteristika offener Probleme an
[42] S.40), zu denen u.a. eine konkrete Ausgangsfrage, eine hohe Erfolgsdichte, die
Forderung von Ausdauer und Frustrationstoleranz aber auch die Moglichkeit zur
Variation der Aufgabe sowie zur inneren Differenzierung gehoren. Silver schreibt
iiber vier verschiedenen Bedeutungen von offenen Problemen [38] ungeldste ma-
thematische Probleme, Aufgaben, die mehrere Interpretationen sowie Ergebnisse
zulassen, weiterhin Aufgaben, die iiber mehrere Losungswege losbar sind und
Aufgaben, die zu neuen Problemen fithren oder verallgemeinert werden kénnen.
Offenheit bei Aufgaben kann aber auch “iiber die Abgrenzung vom Gegenteil er-
klédrt werden” ([13] S.89). In diesem Sinne kann einfach gesagt werden - an diese
Auffassung lehnen sich die Autorinnen der vorliegenden Arbeit an -, dass eine
Aufgabe offen ist, wenn sie nicht geschlossen ist. Eine Aufgabe ist aber geschlos-
sen, wenn die Ausgangs- und die Endsituation sowie der Losungsweg eindeutig
bestimmt ist. Daraus folgt, dass alle Aufgaben, in denen mindestens einer der
oben genannten Faktoren (Ausgangs- oder Endsituation, Losungsweg) nicht als
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eindeutig bestimmt angesehen werden kann, als offene Aufgaben gelten. Hieraus
ergibt sich eine Aufgabenklassifikation?, die zwischen acht Aufgabentypen unter-
scheidet, diese ist u.a. in [13] S. 93 und in [26] S.126 nachzulesen. Im Folgenden
wird diese Klassifikation in tabellarischer Form zitiert (Abb. 1):

Start Weg Ziel
Situation, Methode, Ergebnis, Aufgabentyp
Information  Verfahren Losung

X X X Beispielaufgabe
X X = geschlossene Aufgabe
X - X Begriindungsaufgabe ?a
X - - Problemaufgabe g
T - - offene Situation ;
= X Umkehraufgabe u-Ec:?

[l X Problemumkehr &
- X - Anwendungssuche 3

Abbildung 1. Aufgabenklassifikation nach deren Offenheit (Leuders, 2003:126)

Nach diesem Modell sind Aufgaben, die vollstéindig gelost sind (diese konnen
Beispielaufgaben, Musterlosungen oder absichtlich fehlerhaft geloste Aufgaben -
mit der Intention der Fehlersuche - sein) oder Aufgaben, bei denen Ausgangsi-
tuation und Losungsweg - und daraus folgend auch die Endsituation - eindeutig
festgelegt sind, geschlossene Aufgaben. Alle anderen Aufgabentypen zeigen einen
gewissen Grad an Offenheit auf und zdhlen somit zu den offenen Aufgaben. Der
Grad an Offenheit ist variabel: Umkehraufgaben sind beispielsweise nur an einer
Stelle, ndmlich an der Anfangssituation unbestimmt, offene Situationen sind da-
hingegen an jeder Stelle unbestimmt. Dabei ist an Aufgaben zu denken, bei denen
nur ein inhaltlicher Kontext, wie z.B. Naturschutz, Wasser, Fahrt mit 6ffentlichen
Verkehrsmitteln in einer Region usw. gegeben ist und hierzu von den Schiilern
Aufgaben formuliert, gelost und die Ergebnisse evaluiert werden miissen.

Bei dem Umgang mit offenen Aufgaben im Unterricht tauchen auch viele
Schwierigkeiten (Lehrmaterial, Organisation der Arbeit, Bewertung, Zeitmangel

2Eine vorldufige Variante der zitierten Klassifikation findet man bei Pehkonen, 1995. Der
Vollstandigkeit halber soll angemerkt werden, dass eine dhnliche, aber nicht identische Klassifi-
kation von Wiegand und Blum [40] erstellt worden ist, die Greefrath ([18] S. 19-24) aufgegriffen
und weiterentwickelt hat.
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usw.) auf, die diese Aufgaben noch fiir viele Lehrkrifte fiir den Einsatz im Unter-
richt unerwiinscht machen, obwohl schon viele Ideen und Materialien erreichbar
sind (beispielsweise Unterrichtsanregungen in [13], [1], [2], [28], [18] Ideen zur
Bewertung in [36], [28]).

2.2. Besonderheiten der offenen Aufgaben in der Grundschule

Das mathematische Arbeiten von Grundschulkindern unterscheidet sich an
mehreren Stellen von dem von Schiilern der Sekundarstufe: Schiiler der Primar-
stufe verfiigen einerseits noch nicht iiber ausgereifte abstrakte mathematische
Begriffe, sondern erst iiber deren anféingliche Konzepte; andererseits sind sie noch
nicht in der Lage, ihre eigene Arbeit systematisch zu planen und abstrakt zu reflek-
tieren ([20] S.104), sie gehen Probleme eher holistisch an. iiberdies ist aber auch
bekannt, dass Schiiler der Primarstufe durchaus fahig sind, auf einer konkreten
Ebene verschiedene Losungswege zu vergleichen ([35] zitiert in [20] S.104). Hier-
bei wird die Arbeit mit konkreten Modellierungen betont. Dies impliziert indirekt,
dass Schiiler der Primarstufe generell fahig sind, verschiedene Losungsstrategien
zu ein und demselben Problem zu entwickeln. Hinzu kommt, dass Grundschulkin-
der die Realitét anders identifizieren als etwa Schiiler der Sekundarstufe: Die Welt
der Mérchen bzw. die Welt zauberhafter, etwas mystischer Situationen gehoéren
auch zur Welt der Kinder, diese konnen auch als eine “Realitéit des Kinderle-
bens” [16] aufgefasst werden. Fiir den Bereich der offenen Aufgaben kann dies
in dem Sinne vorteilhaft sein, dass das Arbeiten in “fictious real situations” die
mathematische Kreativitit entwickeln kann [14].

Aus den obigen iiberlegungen lisst sich schlussfolgern, dass offene Aufgaben in
der Grundschule - fachlich wie sprachlich - weniger komplex sein sollen, als solche
in der Sekundarstufe: Sie sollen in wenigen Schritten gel6st werden kénnen. Der
Kontext - beispielsweise eine Alltagssituation - soll so gewéhlt und die Aufgabe soll
so formuliert sein, dass das Bearbeiten auf einer konkreten Ebene erméglicht wird.
Der Realitéitsbezug kann jedoch in der Grundschule etwas weiter interpretiert
werden, als in der Sekundarstufe: Mérchenhafte, zauberhafte Kontexte kénnen
in die Arbeit mit offenen Aufgaben - neben Situationen aus der unmittelbaren
Erfahrungswelt der Kinder - ebenfalls einbezogen werden.

2.3. Fehleranalyse in der Primarstufe bzw. in der Unterstufe

Wie im Abschnitt 1 bereits angesprochen, fungieren Fehler, insbesondere sys-
tematische Fehler im Mathematikunterricht u.a. als Orientierungshilfe fiir die
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Lehrperson und kénnen iiber Losungsstrategien und -wege bzw. iiber Denkmuster
der Lernenden Auskunft geben (vgl. [17]). Nachdem man diese in einem sog. dia-
gnostischen Unterricht erkannt hat, kann man im anschlielenden férderlichen Un-
terricht das Schiilerversténdnis fiir den Lerninhalt verbessern (vgl. [27]). Die be-
gangenen Fehler konnen jedoch verschiedene Ursachen haben, d.h. im Hintergrund
der Fehler kénnen verschiedene fehlerhafte/mangelhafte/liickenhafte Denkmuster
stehen. Bei der Diagnostik ist eine Kategorisierung der Fehler und demzufolge
eine Kategorisierung der fehlerhaften Denkmuster oft hilfreich (z.B. [32]). Eine
mogliche, detailliertere Kategorisierung der Fehler, die Schiiler der Primarstufe
bzw. der Unterstufe begehen konnen, findet man bei Radatz [36]. Wegen seiner
detaillierten Darstellung der Fehlertypen und der Relevanz der Altersstufe haben
sich die Autorinnen der vorliegenden Arbeit an dieser Kategorisierung orientiert.
Er unterscheidet neun verschiedene Fehlerursachen in Aspekten der Informations-
aufnahme und Informationsverarbeitung, die im Folgenden kurz zusammengefasst
werden.

e Fehlerursachen im Sprachverstdndnis und im Textverstdndnis:
Fehler dieser Art kénnen auf Probleme mit mathematischen Termini, aber
auch auf die Diskrepanz (und deren mangelhafte Erkenntnis) zwischen Um-
gangssprache und mathematischer Fachsprache zuriickgefiihrt werden. Auch
Probleme mit dem Textverstdndnis kommen hier zum Vorschein, beispielswei-
se wenn zu einem umgangssprachlich formulierten Text ein mathematisches
Modell erstellt werden soll.

o Schwierigkeiten bei der Analyse von Veranschaulichungen durch Darstellun-
gen und Diagramme:
Hierzu gehort eine Reihe von Fehlern, bei denen Informationen aus Dar-
stellungen, Diagrammen usw. fehlerhaft ibernommen werden oder bei de-
nen wahrgenommene Informationen in die individuellen, oft fehlerhaften oder
liickenhaften Schemata der Schiiler integriert werden.

o Falsche Assoziationen und Einstellungen:

Bei dieser Art von Fehlern geht es in erster Linie darum, dass die Informati-
onsverarbeitung des Lernenden mangelnde Flexibilitdt aufweist und demzu-
folge Einstellungen aus vorangegangenen Aufgaben bei dhnlichen Problemen
beibehalten werden. Dies hat zur Folge, dass entweder urspriinglich richtige
Strategien in einem neuen Kontext angewendet werden, in dem sie aber nur
bedingt ihre Giiltigkeit haben oder dass fehlerhafte Strategien weiter “ver-
erbt” und in neuen Kontexten ebenfalls fehlerhaft eingesetzt werden.



Fehleranalyse beim Losen von offenen Aufgaben 89

Fehler aufgrund des Gebundenseins einer Begrifflichkeit an sehr spezifische
Représentationen:

Ursache fiir Fehler dieser Art ist eine verengt gestaltete Begriffsbildungsphase
im Unterricht. Wenn beispielsweise Spiegelachsen oder senkrechte Geraden
immer von oben nach unten gezeigt werden, werden von den Lernenden nur
auf diese Art dargestellte Geraden als solche wahrgenommen bzw. gezeichnet.

Nichtberiicksichtigen relevanter Bedingungen:

Hierbei geht es um das Auflerachtlassen bestimmter Informationen bei der Be-
arbeitung von Textaufgaben, damit subjektive Losungshypothesen ungestort
bleiben. Auch das Einfiigen zusétzlicher Informationen und die daraus ent-
stehenden Fehler gehoren in diese Kategorie.

Nichtabschlielen der Aufgabenbearbeitung bzw. unvollstindiges Anwenden
einer Regel:

Héufige Fehlerursache bei Text- oder Rechenaufgaben ist, wenn der letzte
Schritt in einem Losungsansatz nicht durchgefiithrt wird.

Verlieren von Zwischenschritten im Lésungsprozess:

Die Bezeichnung der Kategorie spricht fiir sich, im Laufe der Aufgabenbear-
beitung, insbesondere bei miindlichen Aufgaben (Kopfrechnen) gehen wichti-
ge Zwischenergebnisse oder Bedingungen der Aufgabe verloren. Fehler dieser
Art gehoren in die Kategorie.

Fehlerursachen in einer Versuch-Irrtum-Losungsstrategie:
Hierbei sind Fehler auf eine unzureichende Analyse und Reflexion der Aufga-
benbedingungen zuriickzufiihren.

Nicht ausreichende Kenntnisse, Fertigkeiten und unzureichendes Begriffsver-
stdndnis fiir die Informationsverarbeitung:

Die Ursache fiir Fehler dieser Art liegt in dem fehlerhaften oder mangelhaften
Versténdnis der fiir die Aufgabenbearbeitung relevanten Begriffe und Kennt-
nisse. Beispielsweise, wenn die kleinste dreistellige Zahl mit 111 identifiziert
wird oder 12-345 - hochstwahrscheinlich wegen der fiinf Ziffern - durch 40.000
iiberschlagen wird.

Eine weniger detaillierte, aber auf Sachaufgaben bezogene Kategorisierung

von Fehlern in der Primarstufe stammt von Maier und Schubert [31]. Hierbei

werden drei Fehlertypen unterschieden: Fehler, die auf mangelndes Verstédndnis

fiir den Sachzusammenhang zuriickzufiithren sind (beispielsweise Versténdnis fiir
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den Begriff “Selbstkosten” oder den Unterschied zwischen Gewinn und Verkaufs-
preis), Fehler, die durch mangelndes Sprachverstindnis im Allgemeinen entste-
hen (z. B. falsche Interpretation von Wendungen wie “bezogen auf” oder “das
giinstigere Angebot heraussuchen”) und Rechenfehler. Da diese Kategorisierung
wenig Moglichkeit zur Differenzierung der Fehler zulésst, wird von den Autorinnen
des vorliegenden Artikels das Modell von Radatz bevorzugt.

3. Hypothesenbildung

Anhand der obigen Uberlegungen zur mathematischen Arbeit in der Grund-
schule bzw. anhand des theoretischen Hintergrunds kann zusammenfassend fest-
gehalten werden, dass der Einsatz von offenen Aufgaben in der Primarstufe an
mehreren Stellen vom Einsatz von offenen Aufgaben in der Sekundarstufe abwei-
chen kann und soll; so konnen u.a. mérchenhafte, zauberhafte, mystische Kon-
texte in der Grundschule als realitdtsbezogene Situationen von offenen Aufgaben
fungieren. Dariiber hinaus kann man vermuten, dass Offenheit fiir Schiiler der
Primarstufe eine besondere Schwierigkeit darstellt, da sie Aufgaben eher holi-
stisch angehen. Beachtet man die traditionelle Aufgabenkultur im Mathematik-
unterricht, die durch geschlossene Aufgaben geprigt ist (vgl.[13] S.89f), so kann
man sogar die Vermutung formulieren, dass Grundschulkinder ohne Anleitung der
Lehrperson i.A. nicht bereit sind, die Offenheit von Aufgaben wahrzunehmen. Sie
erkennen beispielsweise nicht, dass die Aufgabe iiber einen Interpretationsspiel-
raum verfiigt und evtl. Prizisierung bedarf, und iiberdies, dass die Losungsmenge
einer Aufgabe aus mehreren Zahlen bestehen kann. Aus empirischen Studien [35]
kann man allerdings darauf schlieflen, dass Schiiler der Primarstufe generell fahig
sind, auf einer konkreten Ebene mit Offenheit in Aufgaben umzugehen. Hieraus
resultiert sich zunéchst folgende Hypothese als Prézisierung der 1. Forschungsfra-
ge:

e Hypothese 1: Schiiler der Primarstufe sind zwar fihig, aber nicht bereit bei
einer ersten Konfrontation mit offenen Aufgaben diese als solche wahrzu-
nehmen. Sie erkennen sie nicht, dass die Aufgabe mehrere Interpretationen
zulésst und dass Bedingungen formuliert werden sollen. Insbesondere erken-
nen sie nicht, dass die Losungsmenge der Aufgabe aus mehreren Zahlen be-
steht.

Uberdies lisst sich vermuten, dass sich die Losungsansiitze variieren, je nachdem,
ob ein Schiiler die Offenheit der Aufgabe wahrgenommen und beachtet hat oder
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nicht. Einerseits liegt die Vermutung nahe, dass dies auch eine Auswirkung auf
die begangenen Fehler haben koénnte, andererseits aber kann nicht angenommen
werden, dass eine bestimmte Fehlerart (siche die Kategorisierung nach Radatz,
Abschnitt 3.2), die bei dem mathematischen Arbeiten bei Grundschulkindern vor-
kommt, bei der Bearbeitung von offenen Aufgaben nicht begangen werden wiirde.
Somit ldsst sich in Bezug auf die 2. Forschungsfrage folgende Hypothese formu-
lieren:

o Hypothese 2: Bei einer ersten Konfrontation mit offenen Aufgaben in der Pri-
marstufe konnen Fehler aus allen bisher bekannten Fehlerquellen [36] stam-
men. Die Ausprigung der Fehler variiert demnach, ob der Interpretations-
spielraum der Aufgabe wahrgenommen und beachtet wurde oder nicht.

Um diese Hypothesen zu iiberpriifen wurde eine empirische Studie konzipiert,
so wie dies in der Einleitung bereits Erwdhnung fand. Im Folgenden wird diese
Studie vorgestellt.

4. Forschungsdesign

Die Uberpriifung der oben formulierten Hypothesen benétigt eine grofie An-
zahl an Schiilerleistungen - und evtl. an Fehlern - von Grundschulkindern in einer
Situation, in der sie womdglich das erste Mal mit einer offenen Aufgabe konfron-
tiert werden. Um also an eine moglichst grofle Datenmenge zu kommen wurde
bei der empirischen Studie die Methode des schriftlichen Tests bevorzugt. Schiiler
der Primarstufe (Klassenstufe 3 und 4) hatten hierbei eine offene Aufgabe - ohne
Vorkenntnisse bezogen auf offene Aufgaben bzw. ohne Vorbesprechung der Auf-
gabe im Klassenverband - zu bearbeiten. Bei der Auswertung der Schiilerlésungen
wurde insbesondere in den Fokus gestellt, ob bei der Losung die Erkenntnis bzw.
Beachtung der Offenheit der Aufgabe erkennbar ist. D.h. ob der Proband kennt-
lich gemacht hat, dass die Losungsmenge nicht nur aus einer einzigen Zahl besteht.
Dariiber hinaus wurde bei jedem Schiiler jeder Fehler markiert und nach der Ka-
tegorisierung von Radatz [36] eingestuft, wobei Folgefehler auler Acht blieben.

4.1. Aufgabe

Bei dem Test ging es um eine Aufgabe (Abb. 2), die in einem unterrichts-
begleitenden Heft fiir den Mathematikunterricht in der Klassenstufe 3 in Ungarn
([3] S. 25) erschienen ist. Die Aufgabe ist in einen mérchenhaften Kontext gestellt.
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Die Kleider der Kanigin

Seit die junge Konigin in das Schloss eingezogen ist,
hat sie sich jede Woche ein neues Kleid ndhen
lassen.

- B Seit wieviel Tagen wohnt sie im Schloss,
wenn sie schon 35 neue Kleider hat.
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Abbildung 2. Testaufgabe (Ubersetzung aus [3] S. 25)

Der Ausgangszustand, d.h. wann die Konigin ins Schloss einzog, oder anders
formuliert, wie viele Tage seit ihrer Ankunft vergangen sind, ist unbekannt. Der
Endzustand ist allerdings gegeben, sie hat ndmlich 35 Kleider. Auch der “Weg”,
das Verbindungselement zwischen diesen beiden Grofien (Anzahl der Tage seit der
Ankunft bzw. Anzahl der Kleider) ist bekannt: Sie l4sst sich jede Woche ein neues
Kleid ndhen. Hierbei soll angemerkt werden, dass die Angabe des “Weges” meh-
rere Interpretationen zuldsst und weiterer Prizisierung bedarf, die nachfolgend
niher erlautert wird. Somit bewegt sich diese Aufgabe nach der Klassifikation
von Leuders ([26] S. 126) zwischen Umkehraufgabe und Problemumkehr (vgl. [26]
S. 126), sie gehort also offensichtlich zu den offenen Aufgaben.

4.2. Mogliche Losungswege

Bei der Bearbeitung der Aufgabe sind mehrere Losungswege denkbar, je nach-
dem, ob bzw. inwieweit man sich mit der Mehrdeutigkeit der Information “jede
Woche ein neues Kleid” auseinandersetzt. Die Information “Woche” kann nédmlich
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auf zweierlei Art und Weise interpretiert werden: Als Kalenderwoche bzw. als ei-
ne Einheit aus sieben aufeinanderfolgenden Tagen. Uberdies kann die Anzahl der
vergangenen Tage beeinflussen, an welchem Tag in der Woche/an wievieltem Tag
in der siebentégigen Einheit die Kénigin ankam, an welchem Wochentag/an wie-
vieltem Tag in der siebentéigigen Einheit die Konigin das Kleid nihen lisst (auch
ob dieser Tag immer ein fester Tag ist oder sich in den verschiedenen Wochen
variiert), bzw. ob zwischen Nihauftrag und Anfertigung des Kleides weitere Ta-
ge vergehen. Durch die nachfolgenden Losungswege soll aufgezeigt werden, wie
reichhaltig die Koniginaufgabe ist, diese Wege konnen aus Sicht der Autorin-
nen nur in Ansitzen von Grundschulkindern erwartet werden, nicht aber in der
Vollstidndigkeit, wie sie in diesem Abschnitt dargestellt werden.

1. Wird diese Vielzahl an Faktoren, die einen breiten Interpretationsraum
ermoglichen, aufler Acht gelassen und unter Woche eine Einheit aus sieben Tagen
verstanden, so reduziert sich die Aufgabe auf eine einfache Umkehraufgabe und
deren Losung auf eine einfache Multiplikation: 7-35 = 245 Tage. Das Finden dieses
Losungsweges bzw. das Ausfithren der Multiplikation ist von Grundschulkindern
durchaus zu erwarten.

Im Folgenden werden weitere Losungswege dargelegt, die die Wahrnehmung
und Beachtung der obigen Faktoren voraussetzen und deren Komplexitéit davon
abhéngt, inwieweit die obigen Faktoren als feste Groflen oder als Variablen be-
trachtet werden. Das Finden dieser Losungswege ist von Grundschulkindern nur in
Ansitzen, nicht aber in ihrer Vollsténdigkeit zu erwarten, obwohl das Ausfithren
des Losungsplanes jeweils nur Multiplikation und Addition notwendig macht. Der
Einfachheit halber wird nachfolgend unter Woche immer Kalenderwoche verstan-
den, da die Interpretation als Einheit aus sieben aufeinanderfolgenden Tagen keine
neuen Ergebnisse liefert. Uberdies wird davon ausgegangen, dass ein Kleid bereits
am Tag des Auftrags fertig ist, es wird also darauf verzichtet, die zwischen Auftrag
und Anfertigung evtl. vergehende Tage zu beachten.

2. Setzt man voraus, dass der Tag des Nédhens ein bestimmter Wochentag -
z.B. Montag - ist, weiterhin, dass die Konigin an einem bekannten Wochentag
ins Schloss einzog, arbeitet man also mit zwei festen Groflen, so ergibt sich je
nach Festlegung dieser beiden Daten jeweils eine Spanne von sieben Tagen. Zieht
beispielsweise die Konigin an einem Montag ins Schloss (und der Schiiler formu-
liert die Annahme, dass dieser Tag ein Montag ist) und ldsst sie das Kleid immer
montags néhen, so ist sie seit mindestens 34 Wochen und einem Tag, also seit
7-34+ 1 = 239 Tagen im Schloss, sie kann aber hochstens 35 volle Wochen im
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Schloss verbracht haben, da sie ihr 36. Kleid noch nicht hat. Sie ist also seit ma-
ximal 7-35 = 245 Tagen dort. Die untenstehende Tabelle (Tabelle 1) bietet einen
Uberblick iiber alle méglichen Fiille.

3. Wird vorausgesetzt, dass die Konigin immer an einem festgelegten Tag,
z.B. immer am Montag die Kleider néhen ldsst, dafiir aber der Wochentag der
Ankunft im Schloss offen bleibt, so arbeitet man mit einem festen und einem va-
riablen Faktor. In all diesen Féllen geht es bei der Losung um die Vereinigung der
Eintrédge innerhalb einer Spalte in der obigen Tabelle, dies bedeutet jeweils einen
Zeitraum von 239-251 Tagen. Die nachfolgende Abbildung (Abb. 4) veranschau-
licht den Fall fiir Montag als Tag des Nahens, es ist leicht zu iiberblicken, dass
die Mimimal- bzw. Maximalzahl der Tage unverdndert bleibt, wenn man einen
anderen Wochentag hierfiir festlegt.

Tabelle 1. Anzahl der vergangenen Tage bei zwei festen Groflen (Wo-
chentag der Ankunft, Wochentag des Nihens)

Nihen Mo Di Mi Do Fr Sa So

Ankunft

Montag 239-245 | 240-246 | 241-247 | 242-248 | 243-249 | 244-250 | 245-251
Dienstag 245-251 | 239-245 | 240-246 | 241-247 | 242-248 | 243-249 | 244-250
Mittwoch 244-250 | 245-251 | 239-245 | 240-246 | 241-247 | 242-248 | 243-249
Donnerstag 243-249 | 244-250 | 245-251 | 239-245 | 240-246 | 241-247 | 242-248
Freitag 242-248 | 243-249 | 244-250 | 245-251 | 239-245 | 240-246 | 241-247
Samstag 241-247 | 242-248 | 243-249 | 244-250 | 245-251 | 239-245 | 240-246
Sonntag 240-246 | 241-247 | 242-248 | 243-249 | 244-250 | 245-251 | 239-245

Montag ... Montag ... Montag ... ... Montag
6 Tage insgesamt 35 Montage 6 Tage

Abbildung 3. Minimal- bzw. Maximalzahl der vergangenen Tage bei
einer festen (Wochentag des Nihens) und einer variablen (Wochentag
der Ankunft) Grofle

Man braucht also ein Zeitintervall von mindestens 7 - 34 + 1 = 239 Tagen,
um 35 Montage abzudecken, da allerdings 36 Montage nicht mehr ins Intervall
fallen diirfen, darf man in beide Richtungen um ho6chstens sechs Tage abweichen,
dies bedeutet hochstens 251 Tage. Wie bereits angesprochen, die Losung dndert
sich nicht, wenn man einen anderen Wochentag (Dienstag, Mittwoch, usw.) fiirs
Néhen festlegt.
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4. Es ist denkbar, dass man den Tag der Ankunft im Schloss festlegt (z.B. an
einem Montag), die Anfertigung des Kleides aber an jedem beliebigen Wochentag
zuléisst - man konnte sagen, dass diese eine launische Koénigin ist. An einem kon-
kreten Beispiel wird im Folgenden verdeutlicht (Tabelle 2 und 3), wie in diesem
Fall die Anzahl der Tage berechnet werden kann.

Tabelle 2. Beispiel fiir die Berechnung der Minimalzahl der im Schloss
verbrachten Tage beim 4. Modell

1. Woche 2-34. Woche 35. Woche
Ankunft: Donnerstag | 33 volle Wochen Montag
4 Tage 33 -7 =231 Tage 1 Tag
1 Kleid 33 Kleider 1 Kleid

Tabelle 3. Beispiel fiir die Berechnung der Maximalzahl der im Schloss
verbrachten Tage beim 4. Modell

1. Woche 2-35. Woche 36. Woche
Ankunft: Donnerstag | 34 volle Wochen | bis Samstag
4 Tage 34 -7 =238 Tage 6 Tage
1 Kleid 34 Kleider 0 Kleid

Folgende Tabelle (Tabelle 4) veranschaulicht zusammenfassend in Abhéngig-
keit des Ankunftstages die Minimal- und Maximalzahlen des Aufenthaltes im
Schloss:

5. Uber die bisherigen Losungswege hinaus ist es vorstellbar, dass man beide
Faktoren, also sowohl den Tag der Ankunft als auch den Tag des Néhens als Va-
riablen betrachtet. D.h. es ist nicht bekannt, an welchem Wochentag die Konigin
im Schloss ankam und iiberdies kann sie an jedem beliebigen Tag wahrend einer
Woche nihen lassen. Bei der Losung geht es in diesem Fall um die Vereinigung der
Eintrége in der obigen Tabelle, d.h. um mindestens 233 Tage und um hdochstens
251 Tage.

Vollstéandigkeitshalber soll noch erwéhnt werden, dass ein weiterer Losungsan-
satz mit Hilfe der Ganzteilfunktion existiert, der aber von Grundschulkindern bei
weitem nicht zu erwarten ist und auf dessen Ausfiihrung hier daher verzichtet
wird.



96 Gabriella Ambrus und Kinga Szlics

Tabelle 4. Anzahl der vergangenen Tage bei einer festen (Wochentag
der Ankunft) GrofSie und einer variablen (Wochentag des Né#hens)

Grofle

Wochentag der Ankunft | Aufenthalt mindestens Aufenthalt hochstens

Montag 7-34 41 =239 Tage 7-35+6 =251 Tage
Dienstag 6+7-334+1=238 Tage | 6+ 734+ 6 = 250 Tage
Mittwoch 547-334+1=237Tage | 5+ 7 34+ 6 = 249 Tage
Donnerstag 447-334+1=236 Tage | 4+ 734+ 6 = 248 Tage
Freitag 34+7-334+1=235Tage | 3+ 7-34+ 6 =247 Tage
Samstag 24+7-334+1=234 Tage | 2+ 7-34+ 6 = 246 Tage
Sonntag 14+7-334+1=233 Tage | 1 +7-34+ 6 = 245 Tage

4.3. Kategoriensystem zur Auswertung

Auch wenn das erlduterte Kategoriensystem von Radatz [36] nicht im Zusam-
menhang mit offenen Aufgaben entstanden ist, scheint es wegen der detaillierten
Herangehensweise geeignet zu sein, Fehler bei der Bearbeitung einer offenen Auf-
gabe zu kategorisieren und eventuelle Unterschiede zwischen Fehlern, die unter
bzw. ohne Erkenntnis der Offenheit der Aufgabe begangen wurden, zu ermitteln.

Bei der Auswertung der Schiilerlosungen standen zwei Aspekte im Einklang
mit den formulierten Hypothesen (siehe Abschnitt 3) im Vordergrund, ndmlich
die Wahrnehmung der Offenheit der Aufgabe bzw. die Ursache der gemachten
Fehler. Daraus resultierte sich ein zweidimensionales Kategoriensystem, dessen
Dimensionen den oben genannten beiden Aspekten (Wahrnehmung der Offen-
heit, Fehlerursache) entsprechen. Die Dimension der Fehlerursache enthilt die
Kategorien von Radatz (siehe Abschnitt 3.2), diese wurden um die Kategorie
“kein Fehler” ergénzt, damit auch fehlerfreie Schiilerlésungen eingestuft werden
konnen. Die Dimension der Wahrnehmung der Offenheit enthilt die Kategorien
“Bearbeitung als offene Aufgabe” bzw. “Bearbeitung als geschlossene Aufgabe”.
Das nachfolgende Schema (Tabelle 5) dient zur Veranschaulichung des verwende-
ten Kategoriensystems.

Es soll darauf hingewiesen werden, dass die Wahrnehmung der Kéniginauf-
gabe als eine geschlossene Aufgabe nicht als Fehler interpretiert werden kann, da
die Schiiler, die an dem Test teilnahmen, bis zum Zeitpunkt der Durchfithrung mit
offenen Aufgaben noch nicht gearbeitet haben. “In der pddagogischen Psychologie
wird ein Fehler hiufig als Abweichen von einer (wie auch immer festgesetzten)
Norm definiert.” [41]. Ein Fehler entsteht in diesem Sinne erst, wenn etwas falsch
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Tabelle 5. Das in der Studie zur Auswertung verwendete Kategorien-
system - eine modifizierte Version des Radatz’schen Systems

Wahrnehmung der Offenheit
Fehlerursache Bearbeitung als | Bearbeitung als

geschl. Aufgabe | offene Aufgabe

kein Fehler
Fehlerursache im  Sprachver-

standnis und im Textverstdndnis

Schwierigkeiten bei der Analyse
von Veranschaulichungen

Falsche Assoziationen und Ein-
stellungen

Fehler aufgrund des Gebunden-
seins einer Begrifflichkeit an sehr
spezifische Reprisentationen

Nichtberiicksichtigen relevanter
Bedingungen

Nichtabschliefen der Aufga-
benbearbeitung bzw. unvoll-

stdndiges Anwenden einer Regel

Verlieren von Zwischenschritten
im Losungsprozess

Fehlerursache in einer Versuchs-
Irrtum-Losungsstrategie

Nicht ausreichende Kenntnisse,
Fertigkeiten und unzureichendes
Begriffsverstidndnis fiir die Infor-
mationsverarbeitung

bzw. nicht oder nicht geniigend verstanden oder gelernt wurde, in diesem Sinne
begingen Schiiler, die die Offenheit der Aufgabe nicht wahrgenommen haben,
keinen Fehler.

4.4. Durchfithrung

Im Rahmen einer internationalen Untersuchung wurden in den Jahren 2010
und 2011 in Deutschland, Finnland und Ungarn 103 Schiiler der Klassenstufe
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3 sowie 216 Schiiler der Klassenstufe 4 dazu aufgefordert, die Koniginaufgabe
zu 16sen. An der Testung nahmen Grundschulkinder aus kleineren und gréfieren
Stadten teil, darunter 43 Schiiler aus Finnland, 92 Schiiler aus Deutschland und
194 Schiiler aus Ungarn. Die Klassen wurden fiir den Test allerdings nicht zufillig,
sondern abhéngig von den organisatorischen Moglichkeiten etwa willkiirlich aus-
gewahlt. Die Klassen waren wie iiblich heterogen, was die mathematische Lei-
stungsfahigkeit anbelangt.

Die Schiiler hatten jeweils den Arbeitsauftrag, die Koniginaufgabe in Einzel-
arbeit zu l6sen, sie hatten weder vor noch wihrend der Bearbeitung irgendeine
Hilfe bekommen. Allerdings wurden sie zeitlich nicht unter Druck gesetzt und
durften arbeiten, solange sie wollten. Durchschnittlich haben sie etwa 10 Minuten
lang gearbeitet und haben sich anschliefend als fertig gemeldet. Nach der Abgabe
der Arbeitsblatter wurde die Aufgabe unter Leitung der jeweiligen Lehrperson im
Plenum besprochen.

4.5. Kodierung

Die anonymen schriftlichen Schiilerlosungen wurden mit Hilfe des im Ab-
schnitt 4.3 beschriebenen Kategoriensystems ausgewertet. Im Folgenden wird die
Kodierung der Schiilerlésungen anhand von einigen konkreten Beispielen exem-
plarisch erldutert.

e kein Fehler - Bearbeitung als geschlossene Aufgabe
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Abbildung 4. Finnische Schiilerlosung (4. Klasse)

Die meisten Schiiler gaben das Ergebnis: 245 Tage an, ein Beispiel hierfiir
ist die in der Abbildung 4 dargestellte finnische Schiilerlosung. Mit den Wor-
ten “Ergebnis: 245. Ich erhielt sieben, weil die Woche sieben Tage hat. Ich
erhielt 35, weil in dem Mérchen erzéhlt wurde, dass sie 35 Kleider hat.”
beschreibt der Schiiler in Anrissen seinen Losungsweg. Diese und #hnliche
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Losungen wurden als fehlerfrei interpretiert, da keine Norm verletzt wur-
de, allerdings wurde die Offenheit der Aufgabe nicht (oder nicht erkennbar)
wahrgenommen.

e kein Fehler - Bearbeitung als offene Aufgabe

Wurden mehrere Ergebnisse vorgestellt, so wurde das i. A. als Zeichen
fiir die Erkenntnis der Offenheit interpretiert. Waren iiberdies keine Norm-
verstofle erkennbar, so wurde die Losung als fehlerfrei - auch wenn eine Be-
griindung fehlte - eingestuft. Der Schiilerlésung in der Abbildung 5 ist zu
entnehmen, dass der Schiiler zuerst das Ergebnis 245 gefunden hat, danach
aber darauf geschlossen hat, dass auch weniger Tage ausreichen, und zwar ei-
ne Abweichung um hochstens 6 Tage denkbar ist. Es lésst sich vermuten, dass
er den Ankunftstag und den Tag des Néhens gleichgesetzt hat und hieraus auf
dieses Intervall kam (vgl. Losungsansatz 2 bzw. die Werte in der Diagonalen
der Tabelle 1).
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Abbildung 5. Ungarische Schiilerlssung (4. Klasse)

Ein weiteres Beispiel fiir Losungen, die als offen und fehlerfrei interpre-
tiert wurden, ist in der Abbildung 6 zu sehen. Hier hat der Schiiler zunéchst
35-7 = 245 berechnet und anschlieflend 6 addiert. Seine Antwort lautet: “Seit
245-251 Tagen wohnt sie im Schloss.” Die Losung ldsst vermuten, dass der
Schiiler daran gedacht hat, dass 35 volle Wochen auf die 35 Kleider “drauf-
gehen” - zum Beispiel, wenn die Ko6nigin an einem Montag ankam und die
Kleider immer sonntags geliefert werden (siche hierzu auch die Tabelle 1) -
und es kénnen noch maximal 6 Tage vor dem néchsten Kleid vergehen. Trotz
mangelnder Begriindung wurde diese und wurden &hnliche Losungen als offen
und fehlerfrei eingestuft.

e Fehlerursache im Sprachverstdndnis und im Textverstindnis - Bearbeitung
als geschlossene Aufgabe
Das Verstehen eines Textes - auch ohne mathematischen Inhalt - ist be-
sonders im Grundschulalter ein Problem. In folgender Losung (Abb. 7) wurde
(félschlicherweise) angenommen, dass 35 Kleider 35 Tage bedeuten, vermut-
lich, weil die Konigin an einem Tag nur ein Kleid bekommen hat. Der Schiiler
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Abbildung 6. Ungarische Schiilerlssung (4. Klasse)

hat damit weitergearbeitet und kam auf “35 Tage = 5 Wochen = 1 Monat
und eine Woche, die Konigin wohnt seit einem Monat und einer Woche im
Schloss.” Dabei wurde ebenfalls aufler Acht gelassen, dass ein Monat nicht
immer aus genau vier Wochen besteht und dass in der Aufgabe nach Tagen
gefragt wurde.

Abbildung 7. Ungarische Schiilerlosung (4. Klasse)

Falsche Assoziationen und Einstellungen - Bearbeitung als geschlossene Auf-
gabe

Auch wenn eine Situation richtig verstanden wurde, kénnen falsche Asso-
ziationen entstehen und diese zu falschen Losungen fithren. Zum Beispiel hat
der Schiiler in der folgenden Arbeit (Abb. 8) bei der Vorstellung des Zeitrau-
mes ein Jahr assoziiert - diese Assoziation kann davon stammen, dass es im
Kalender, der als Illustration auf dem Arbeitsblatt fungierte, genau ein Jahr
angegeben wurde - , was zu einer Verwirrung fiithrte und der Schiiler eigent-
lich eine mogliche Anzahl der Kleider in einem Jahr berechnet hat, indem er
die Anzahl der Tage in einem Jahr (365) durch 7 dividierte. Seine Antwort
lautet allerdings: “Sie wohnt dort seit 53 Tagen.”

S PoF=5

Abbildung 8. Ungarische Schiilerlosung (4. Klasse)
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o Falsche Assoziationen und Einstellungen - Bearbeitung als offene Aufgabe

Die Bedingung, dass die Konigin wochentlich ein neues Kleid bekommt,
hat den Schiiler zu einer falschen Assoziation gefiihrt (Abb. 9). Er notiert fiir
sich die Angaben aus dem Text: Neue Kleider: 35, Woche: 1 neues Kleid, eine
Woche = 7 Tage. Anschlielend multipliziert er 35 zweimal hintereinander mit
7 und kontrolliert sogar sein Ergebnis. Die Antwort, die er formuliert, lautet
allerdings: “Die Konigin wohnt dort seit mindestens 1710 und seit hdchstens
1720 Tagen”. Dies weist darauf hin, dass er sich bewusst gemacht hat, dass
die Ko6nigin bereits vor dem ersten Kleid und sogar nach dem 35. Kleid einige
Tage im Schloss verbracht haben konnte, zwar unbegriindet, aber er denkt
an eine mogliche Abweichung von 5 Tagen. Man kann vermuten, dass dieser
Schiiler die Angabe “jede Woche ein neues Kleid”, die er auch fiir sich notiert
hat, falsch assoziierte und zuniichst 35 -7 = 245 fiir die Anzahl der Kleider
berechnete. Daraufhin sah er in seinen Notizen: Eine Woche = 7 Tage und
multiplizierte die Anzahl der Kleider (245) nochmals mit 7, so kam er zum
Resultat 1715. AnschlieBend beachtete er die mogliche Abweichung von 5
Tagen und schrieb sein Ergebnis auf.

Abbildung 9. Ungarische Schiilerlésung (3. Klasse)

o Nichtberiicksichtigen relevanter Bedingungen - Bearbeitung als geschlossene
Aufgabe
In der nachfolgenden Schiilerlésung (Abb. 10) ist eindeutig zu erkennen,
dass der Lernende die Bedingung “Jede Woche ein Kleid.” fallen lief. Nicht
nur an der Antwort “Seit 35 Tagen ist sie hier.” ist dies zu sehen, sondern
auch an der ausradierten aber dennoch lesbaren Uberlegung “35 : 7 = 5.
Wenn sie an einem Tag ein Kleid ndhen ldsst und 35 Kleider hat, dann ist sie
seit 35 Tagen hier. Diese war eine einfache Aufgabe.”. Da der Schiiler aller-
dings nur eine bestimmte Anzahl an Tagen und keinen Zeitraum angegeben
hat bzw. kein Zeichen darauf hindeutet, dass er iiber weitere Moglichkeiten
nachgedacht hétte, wird diese Losung als geschlossen interpretiert.
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Abbildung 10. Ungarische Schiilerlssung (4. Klasse)

Nichtberiicksichtigen relevanter Bedingungen - Bearbeitung als offene Aufga-
be

Obwohl die Aufgabe wenige Informationen enthélt, konnten doch welche
auler Acht bleiben, wie zum Beispiel in der folgenden Lésung (Abb. 11). Hier
lautet die Antwort: “Sie lebt dort seit mindestens 7, hochstens 245 Tagen.”
Aus der Rechnung wird ersichtlich, dass der Schiiler die Bedingung, dass
die Konigin 35 Kleider hat, auler Acht gelassen hat, er hat berechnet, wie
lange sie hochstens im Schloss gelebt haben kann. Der Schiiler hat also daran
gedacht, dass es mehrere Resultate geben kann, und zwar abhéngig davon,
wie viele Kleider die Konigin hat. Die Aufgabe wurde also als offen betrachtet,
aber hierzu wurde eine fehlerhafte Losung geliefert.

Abbildung 11. Ungarische Schiilerlésung (3. Klasse)

Nichtabschliefflen der Aufgabenbearbeitung - Bearbeitung als geschlossene
Aufgabe

Die Losungsidee ist in der nachfolgenden Schiilerlésung (Abb. 12) zwar
angegeben: “Zuerst miissen wir ausrechnen, wie viele Wochen 35 Tage sind.
Dies macht man durch Multiplizieren.”, die Lésung wurde aber aus unbe-
kannten Griinden nicht zu Ende gefiihrt. Die Verwechslung von Tagen und
Wochen in der Beschreibung der Losung (richtig wire: Wir rechnen aus, wie
viele Tage 35 Wochen sind.) wird als Fliichtigkeitsfehler eingestuft, da die
Erwahnung der Multiplikation einerseits auf die richtige Interpretation der
Aufgabe hindeutet und andererseits mit der Umrechnung von 35 Tagen in
Wochen nicht vereinbar wére.
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Abbildung 12. Ungarische Schiilerlgsung (4. Klasse)

e Nichtabschlieen der Aufgabenbearbeitung - Bearbeitung als offene Aufgabe
In der folgenden Losung (Abb. 13) ist der Schiiler von dem ersten Er-
gebnis 245 ausgehend in mehreren Schritten sukzessive zum Resultat gekom-
men, dass 33 volle Wochen und zwei Tage ausreichen. Diese Herangehenswei-
se lidsst einen dhnlichen Gedankengang wie beim Losungsansatz 5 vermuten.
Die Maximalzahl wurde aber nicht bestimmt und es blieb unklar, was der
Schiiler selbst fiir das Resultat der Aufgabe hielt, somit ist die Losung nicht
vollstandig.
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Abbildung 13. Ungarische Schiilerlssung (4. Klasse)

5. Ergebnisse

Wie bereits erwéhnt, wurden die Schiilerlésungen anhand der oben vorgestell-
ten Kodierung zunéchst in das modifizierte Kategoriensystem eingestuft. Es soll
angemerkt werden, dass - da keine statistische Auswertung angestrebt war - die
Autorinnen der vorliegenden Arbeit die Einstufung der Lésungen im Rahmen ei-
ner Diskussion gemeinsam durchfiihrten. In einem weiteren Schritt der Forschung
ist der Einsatz eines unabhéingigen Raters denkbar. Etwa 10% der Schiilerlésungen
konnte allerdings nicht kategorisiert werden, weil entweder der Proband die Auf-
gabe nicht bearbeitet hatte oder die beauftragte Lehrperson - trotz eindeutiger
Anweisung zur Durchfiihrung - die Aufgabe mit den Schiilern besprochen hatte.
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Tabelle 6. Ergebnisse der Fallstudie nach Klassenstufe

Bearbeitung als | Bearbeitung als ge- | keine Ant- | Summe
offene Aufgabe | schlossene Aufgabe | wort

3. Klasse 16 65 22 103
4. Klasse 22 183 11 216
Gesamt 38 248 33 319

5.1. Ergebnisse bezogen auf die Wahrnehmung der Offenheit

Knapp 12% der Schiiler - unter ihnen sowohl welche aus der 3. als auch aus
der 4. Klasse - hat die Aufgabe als offene Aufgabe bearbeitet, iiberwiegend kamen
jedoch Losungen vor, die eine Deutung als geschlossene Aufgabe erkennen lassen.
Die Tabelle 6 fasst die Ergebnisse - ohne auf die Nationalitédt der Schiiler Bezug
zu nehmen - nochmals zusammen, angemerkt werden soll, dass in der Rubrik
“keine Antwort” alle Losungen eingetragen wurden, die die Autorinnen aus oben
genannten Griinden nicht kategorisieren konnten. Es soll iiberdies betont werden,
dass diese Daten keine statistische Interpretation zulassen, diese war auch nicht
angestrebt.

5.2. Ergebnisse bezogen auf die Fehlertypen

Bis auf einige Ausnahmen konnten alle Rubriken des modifizierten Kategori-
ensystems belegt werden. Lediglich fiir die Kategorien “Fehlerursache im Sprach-
verstiandnis und im Textverstindnis - Bearbeitung als offene Aufgabe”, “nicht
ausreichende Kenntnisse - Bearbeitung als offene Aufgabe” und “Fehlerursache in
einer Versuchs-Irrtum-Losungsstrategie - Bearbeitung als offene Aufgabe” konn-
ten keine Beispiele unter den 319 analysierten Schiilerlésungen gefunden werden,
dies wird in der obenstehenden Tabelle (Tabelle 7) nochmals veranschaulicht.

5.3. Ergebnisse bezogen auf die Ausprigung von Fehlern

Auch die einzelnen Fehlerkategorien wurden - falls beide mogliche Auspri-
gungen des Merkmals “Wahrnehmung der Offenheit” unter den Schiilerlésungen
aufzufinden waren -, qualitativ ausgewertet. Hierbei lag der Fokus auf Unterschie-
den in der Erscheinungsform des Fehlertyps abhéingig von der Wahrnehmung der
Offenheit. Exemplarisch werden im Folgenden qualitative Unterschiede innerhalb
der Kategorie “Nichtberiicksichtigen relevanter Bedingungen” erlautert.
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Tabelle 7. Ergebnisse bezogen auf die Fehlertypen (die grau schraffier-
ten Kategorien konnten durch Beispiele belegt werden)

Wahrnehmung der Offenheit
Fehlerursache Bearbeitung als | Bearbeitung als

geschl. Aufgabe | offene Aufgabe

kein Fehler
Fehlerursache im  Sprachver-

stdndnis und im Textverstdndnis

Schwierigkeiten bei der Analyse
von Veranschaulichungen

Falsche Assoziationen und Ein-
stellungen

Fehler aufgrund des Gebunden-
seins einer Begrifflichkeit an sehr
spezifische Représentationen

Nichtberiicksichtigen relevanter
Bedingungen

NichtabschlieBen der Aufga-
benbearbeitung bzw. unvoll-

stdndiges Anwenden einer Regel

Verlieren von Zwischenschritten
im Losungsprozess

Fehlerursache in einer Versuchs-
Irrtum-Losungsstrategie

Nicht ausreichende Kenntnisse,
Fertigkeiten und unzureichendes
Begriffsverstéindnis fiir die Infor-

mationsverarbeitung

Zunéchst werden zwei Beispiele fiir Schiilerlosungen thematisiert, die die Auf-
gabe als geschlossen wahrgenommen haben:

In der untenstehenden Schiilerlésung (Abb. 14) wurde die Bedingung “Tag”
auBer Acht gelassen. Der Schiiler beschreibt ausfiihrlich, dass es um 35 Wochen
geht “Seit 35 Wochen wohnt sie dort. Wenn sie 35 Kleider hat, dann wohnt sie
seit 35 Wochen im Schloss. Da eine Woche ein Kleid, 30 Wochen 30 Kleider,
5 Wochen 5 Kleider. Deswegen wohnt sie seit 35 Wochen dort.” Der Proband
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war anscheinend sehr bemiiht, die Umrechnung der Anzahl der Kleider in die
Anzahl der Wochen aufzuschliisseln, er konzentrierte sich sehr darauf, die Anzahl
der vergangenen Wochen zu bestimmen, vergafl aber dabei, dass die Aufgabe die
Bestimmung der Anzahl der seit der Ankunft vergangenen Tage verlangte.
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Abbildung 1. Ungarische Schiilerlgsung (4. Klasse)

In der folgenden Schiilerlésung (Abb. 15) wurde ebenfalls die Bedingung
“Tag” aufler Acht gelassen, vermutlich weil die Zahl 35 ein Vielfaches von 7 ist.
Der Schiiler war nicht imstande, diese Information, die fiir die Losung der Auf-
gabe irrelevant ist, zu ignorieren. Er konzentrierte sich auf die Teiler-Vielfaches-
Beziehung zwischen 35 und 7 und schrieb zum Schluss nur so viel: “Seit 35 Wochen
wohnt sie dort.”

Beide Losungen haben gemeinsam, dass sich die Schiiler auf einen bestimmten
(fiir die Losung der Aufgabe relevanten oder irrelevanten) Aspekt fokussieren und
dabei wesentliche Bedingungen aus dem Auge verlieren. Sie sind vermutlich noch
nicht fahig, ohne Anleitung des Lehrers die Komplexitéit der Aufgabe zu erfassen
und sie kommen vermutlich deswegen auch nicht dazu, die Offenheit der Aufgabe
zu erkennen.

28 %=qg
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Abbildung 15. Ungarische Schiilerlésung (3. Klasse)

Es folgen drei Beispiele fiir Schiilerlosungen, die die Aufgabe als offene Auf-
gabe bearbeitet haben:
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In der néchsten Schiilerlésung (Abb. 16) ist deutlich, dass der Schiiler mehrere
Resultate als Ergebnis zulief§ und auch, dass er etwa nach dem 2. Lésungsmodell
(Tabelle 1) gearbeitet hat. Er berechnete zuerst 35 -7 = 245 und addierte an-
schliefend 7 dazu. In seiner Antwort schreibt er: “Sie kann seit 245 bis 252 Tagen
dort wohnen, es hingt davon ab, an welchem Tag sie einzog.” Der Schiiler lief}
allerdings auler Acht, dass der 7. Tag, den er addiert hat, schon zur nichsten
Woche gehort, sein Intervall umfasst acht statt der richtigen sieben Tage.
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Abbildung 16. Ungarische Schiilerlssung (4. Klasse)

.

Etwas Ahnliches ist in der folgenden Schiilerlssung (Abb. 17) zu erkennen:
Der Schiiler berechnet zuerst - mit Probe! - die Anzahl der Tage in 35 vollen
Wochen und geht anschlieBend zu 34 vollen Wochen + 1 Tag bzw. zu 35 vollen
Wochen - 1 Tag iiber. In seiner Antwort formuliert er: “Die Konigin wohnt seit
mindestens 239 und seit hochstens 244 Tagen im Schloss.” Der Fehler liegt in der
unzureichenden Interpretation der Bedingungen, wird ndmlich das Kleid immer
am selben Wochentag einer Woche, z.B. am Montag genéht - die Aufstellung die-
ser Bedingung legt die Losung nahe -, dann hat sie sieben und nicht sechs Tage
lang dieselbe Anzahl an Kleidern. Die fehlerhafte Verwendung der Gleichheits-
zeichen kommt in der Grundschule oft vor, diese wurde bei der Auswertung der
Losung nicht beachtet, da sie die Qualitét der Schiilerlésung (Erkennung der Of-
fenheit, Umgang mit vorgegebenen und selbst aufgestellten Bedingungen) nicht
beeintrachtigt hat.

Abbildung 17. Ungarische Schiilerlésung (4. Klasse)

In der néchsten Schiilerlésung (Abb. 18) ist erkennbar, dass der Schiiler die
Offenheit der Aufgabe wahrgenommen hat, seine Antwort lautet namlich: “Seit
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mindestens 245 und seit héchstens 175 Tagen wohnt sie dort.” Der Proband be-
rechnete 35 -7 und 35 - 5, was die Vermutung nahelegt, dass der Schiiler mit
Arbeitstagen - jeweils fiinf in einer Woche - und Wochentagen - jeweils sieben
in einer Woche - gearbeitet hat, konnte aber diese Informationen nicht richtig
miteinander in Verbindung setzen. Dass die Minimal- und Maximalzahl in der
verbalen Antwort verwechselt wurde, wurde bei der Auswertung der Losung aus
#hnlichen Griinden wie oben nicht beachtet.

Abbildung 18. Ungarische Schiilerlésung (4. Klasse)

Gemeinsam ist bei diesen Losungen, dass die Schiiler eine Bedingung nicht
hinreichend genug beachten, die sie selbst aufgestellt haben. Diese Schiiler waren
fahig, die Offenheit der Aufgabe zu erkennen und hierzu weitere relevante Bedin-
gungen zu formulieren, bzw. auch teilweise mit diesen Bedingungen zu arbeiten.

Vergleicht man nun die Fehler innerhalb der Kategorie “Nichtberiicksichtigen
relevanter Bedingungen”, so kann man feststellen, dass sich die Fehler, die bei ei-
ner Bearbeitung als geschlossene Aufgabe entstanden sind, auf einer ganz anderen
Ebene befinden, als die, die bei einer Bearbeitung als offene Aufgabe begangen
wurden. Bei der Bearbeitung als geschlossene Aufgabe geht es bei den Fehlern
darum, dass bei der Losung eine durch die Aufgabenstellung gegebene Bedingung
nicht oder nicht hinreichend beachtet wurde, wihrend bei der Bearbeitung als
offene Aufgabe alle vorgegebenen Bedingungen beachtet werden konnten, ledig-
lich der Umgang mit den zusétzlichen, vom Schiiler selbst gestellten Bedingungen
blieb fehler- oder mangelhaft. Die Aufstellung dieser zusétzlichen Bedingungen ist
aber unentbehrlich fiir die Losung der als offen wahrgenommenen Aufgabe und
stellt einen wesentlichen Schritt im Loseprozess dar.

6. Diskussion

Die Ergebnisse legen die Bestéitigung der Hypothese 1 nahe: Bereits einige
Schiiler der Klassenstufe 3 waren fihig die Koniginaufgabe als eine offene Auf-
gabe zu interpretieren und als solche zu bearbeiten. Insgesamt betrug der Anteil
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derjenigen Probanden, bei denen eine Interpretation bzw. Bearbeitung der Auf-
gabe als eine offene Aufgabe bemerkbar war, knapp 12%. Solche Lésungswege -
auch wenn evtl. fehlerhaft - werden von den Autorinnen als Zeichen fiir Fihigkeit
und gleichzeitig fiir Bereitschaft interpretiert, die Offenheit einer Aufgabe zu er-
kennen sowie die Aufgabe als eine offene Aufgabe zu bearbeiten. Der insgesamt
relativ grofle Anteil (78%) der Schiiler allerdings, die die Offenheit der Aufgabe
nicht erkannt haben, ldsst indirekt die Vermutung unterstiitzen, dass zwar die
F#higkeit zur Interpretation und zur Bearbeitung von offenen Aufgaben bereits
im Grundschulalter vorhanden ist, die Schiiler aber i.A. noch nicht bereit sind,
dies auch zu tun.

Die durchgefiihrte Fallstudie lidsst auch die Hypothese 2 untermauern: Schiiler
der Primarstufe begangen bei der Bearbeitung der Koniginaufgabe allerlei mog-
liche Fehlertypen, die im Kategoriensystem vorkommen. Die Nicht-Belegung der
Kategorien “Fehlerursache im Sprachverstindnis und im Textverstdndnis - Bear-
beitung als offene Aufgabe” sowie “nicht ausreichende Kenntnisse - Bearbeitung
als offene Aufgabe” legt die Vermutung nahe, dass das mangelnde Textversténdnis
bzw. nicht ausreichende Grundkenntnisse im Bereich der Arithmetik (Unsicher-
heit bei der schriftlichen Multiplikation, Umgang mit Stellenwerten usw.), welche
die Bearbeitung der Aufgabe benétigt, verhindern die Erkenntnis der Offenheit.
D.h., diese Kenntnisliicken sind so gravierend, dass das Auffassen des Sachverhalts
nicht in all seinen Details fiir den Schiiler méglich ist. Die Nicht-Belegung der Ka-
tegorie “Fehlerursache in einer Versuchs- Irrtum-Losungsstrategie - Bearbeitung
als offene Aufgabe” ldsst vermuten, dass es, wenn ein Schiiler die Offenheit bereits
erkannt hat, dem Schiiler bewusst wird, dass das Raten hierbei keine erfolgreiche
Strategie darstellt und er nach weiteren Strategien Ausschau hélt.

Aus den Beispielen im Abschnitt 5.3 wird auch deutlich, dass die qualitative
Ausprigung eines bestimmten Fehlers ganz anders sein kann, wenn die Aufgabe
als offen interpretiert wird, als wenn sie als geschlossen aufgefasst wird.

7. Zusammenfassung

Die Erfahrungen aus der durchgefiihrten Fallstudie zeigten, dass Schiiler der
Primarstufe (Klassenstufe 3 und 4) generell fihig sein koénnen, die Offenheit ei-
ner Aufgabe zu erkennen, sie sind aber im Allgemeinen nicht bereit - die grofe
Anzahl der Probanden, die die Aufgabe als geschlossene Aufgabe bearbeiteten,
deutet darauf hin - , Bedingungen zu formulieren und bei einem aufgestellten
Bedingungssystem eine mehrelementige Losungsmenge zu erwéigen. Die Analyse
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der begangenen Fehler ergab, dass die Arbeit mit offenen Aufgaben auf dieser
Stufe mit Fehlern verschiedenster Art verbunden sein kann. Insgesamt ldsst sich
aus diesen beiden Ergebnissen fiir die anschlieBende Arbeit im Mathematikun-
terricht schlussfolgern, dass diese Arbeit zwei Richtungen haben sollte, ndmlich
die Forderung der Wahrnehmung der Offenheit und die Forderung der Fehler-
erkenntnis bzw. -behebung. Insbesondere bei ersterer sollte es gelten, dass die
Lehrperson in einem Unterrichtsgesprich die Offenheit der Aufgabe thematisiert
und den Schiilern bewusst macht.

8. Ausblick

Es ergibt sich im Allgemeinen die Frage, ab welchem Alter Schiiler iiberhaupt
iiber die Fahigkeit verfiigen, Offenheit einer Aufgabe, einer Situation wahrzu-
nehmen, ab welchem Alter sie fahig und bereit sind, verschiedene Interpretati-
onsmoglichkeiten einer Aufgabe zu nutzen, Bedingungen zu formulieren und in
einem konkreten Bedingungssystem mehrere Resultate als Losung zuzulassen bzw.
solche Resultate zu finden. Hierzu gehort, dass sie fahig sind, Bedingungen, die
einen Einfluss auf einen anderen Sachverhalt ausiiben, als solche zu erkennen. Es
wiirde sich also anbieten, die Untersuchung in niedrigeren Klassen der Primarstu-
fe (insbesondere in der Klassenstufe 2) zu wiederholen, evtl. unter geringfiigiger
Modifizierung der Aufgabe (durch Verminderung der relevanten Zahlen). Es soll
angemerkt werden, dass dies in einer (bisher einzigen) Klasse der Klassenstufe 2
bereits erfolgte.

Analog zum Obigen stellt sich auch die Frage, inwieweit &ltere Schiiler, al-
so Schiiler der Sekundarstufe I und II bereit sind, offene Aufgabenstellungen
als solche wahrzunehmen und entsprechende Losungswege zu entwickeln. Be-
reits durchgefiihrte Testuntersuchungen zeigen, dass hierzu die Verdnderung der
Koniginaufgabe notwendig ist, da mérchenhafte Kontexte nach der Primarstufe
immer weniger als reale Situationen aufgefasst werden und immer weniger die
Schiiler motivieren, je ilter sie sind. Eine mégliche Variante der Aufgabe [5] die
sog. Taschengeld-Aufgabe wire hierzu ein geeignetes Instrument, da sie zwar die
mathematische Struktur der Koniginaufgabe beibehélt, dafiir aber in eine ande-
re - fiir Schiiler der Sekundarstufe I und II durchaus ansprechende - Alltagssi-
tuation gestellt ist. Zur Untersuchung dieser Frage sind bereits mehrere Tests
durchgefiithrt worden.

Erwiinscht wire es ebenfalls zu untersuchen, damit die Ergebnisse in Rela-
tion gestellt werden konnen, wie Grundschulkinder mit Erfahrung mit offenen
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Aufgaben die Koniginaufgabe bearbeiten. Formulieren sie konkrete Bedingungen,
unter deren Annahme sie die Aufgabe 16sen? Heben sie bestimmte Aspekte der
Aufgabe hervor, z.B. solche, die sie besonders ansprechen? Welche Losungswege
werden von ihnen bevorzugt? Und: Welche Fehler begehen sie bei der Bearbeitung
der Aufgabe? Auch hierzu ist die Wiederholung der Testung in entsprechenden
Testgruppen notwendig. Hierzu sind bisher noch keine konkreten Mafinahmen

unternommen worden.
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