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Abstract. Making several solutions for a problem i.e. the generalization, or the extension
of a problem is common in the Hungarian mathematics education.

But the analysis of a problem is unusual where the connection between the mathe-
matical content of the task and of its different formulations is examined, solutions from
different fields of mathematics are presented regarding the knowledge of different age
groups, the problem is generalized in different directions, and several tools (traditional
and electronic) for solutions and generalizations are presented.

This kind of problem analysis makes it viable that during the solution/elaboration
several kinds of mathematical knowledge and activities are recalled and connected, fa-
cilitating their use inside and outside of mathematics.

However, an analysis like this is not unfamiliar to the traditions of the Hungarian
problem solving education — because it also aims at elaborating a problem — but from
several points of view.

In this study, a geometric task is analysed in such a way.

Key words and phrases: Problemsolving, CABRI, Computer in Teaching of Mathema-
tics, Model, generalization of problems, graphical calculator.
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Zu einer Aufgabe mehrere Losungen bereiten bzw. die Verallgemeinerung oder
Weiterdenken der Aufgabe kommt oft im ungarischen Mathematikunterricht vor.
Es ist aber nicht iiblich eine Aufgabe folgendermafien zu analisieren:

(1) Untersuchung der Beziehung zwischen der mathematischen Inhalt und meh-
reren moglichen Texte (Formulierung) der Aufgabe.
(2) Auflisten von Losungswegen von verschiedenen Gebieten der Mathematik,

betrachtend auch die verschiedenen Vorkenntnisse der SchiilerInnen in ver-
schiedenen Jahrgéngen.
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(3) Weiterdenken der Aufgabe in verschienen moglichen Richtungen.

(4) Vorstellung und Analyse von verschiedenen Hilfsmitteln (herkémmliche und
elektronische) die beim Losen und Weiterdenken behilflich sein kénnen.

Fiir die Analyse wurde folgendes Problem gew#hlt das beim Wettbewerb
Tamas Varga 1992 als Aufgabe 4 fiir SchiilerInnen der 7. Klasse gestellt wurde.

Der Mittelpunkt eines Quadrats mit der Seitenlinge 2cm sei ein Eckpunkt
eines anderen Quadrats mit der gleichen Seitenldinge.

Wie grof8 ist der gemeinsame Teil beider Quadrate?

Eine Bearbeitung des Problems fiir 7. Klasse befindet sich in [2].

1. Mathematisches Inhalt und Formulierung

Das urspriingliche mathematische Inhalt kann verschiedenerweise formuliert
werden, das oben angegebene Text (Text 1a) beschrinkt sich auf die , Kerninhalt®
undzwar in konkreter Kontext (Angabe der Seitenléingen).

In einer anderen Formulierung kann aber statt der konkreten Seitenléngen
nur die Verhéltnis der Seitenldngen der Quadraten angegeben werden.

Text 1b

Es gibt zwei gleichgrofie Quadrate. Das eine Quadrat liegt mit einem Eck-
punkt auf dem Mittelpunkt des anderen befestigt.

Wie grof§ ist der gemeinsame Fliche?

Ohne wesentliche Anderung des mathematischen Inhaltes des Problems gibt
es weitere Moglichkeiten zur Formulierungen des Textes, zum Beispiel die Folgen-
de:

Text 2

In den Mittelpunkt eines Quadrats mit der Seitenldnge a stecken wir einen
Eckpunkt eines anderen Quadrates mit der Seitenldnge b. Das zweite Quadrat
dreht sich um diesen Punkt. Wie grof3 ist die iiberschneidende Fliche?

Text 3a

Es gibt zwei gleichgrole Quadrate aus Glas, ein gelbes und ein blaues. Das
blaue Quadrat liegt mit einem Eckpunkt auf dem Mittelpunkt des gelben befes-
tigt.

Wie grof} ist die griine Fliache?
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Text 3b

Es gibt zwei gleichgrofie quadratformige Filter. Ein Filter ist mit einem Eck-
punkt im Mittelpunkt des anderen befestigt.

Die Filterwirkung ist besser, wenn zwei Filterschichten einander iiberdecken.
In welcher Lage der Quadrate ist die Filterwirkung am grofiten?

Text /

Im Mittelpunkt eines Quadrates dreht sich der Eckpunkt eines kongruenten
anderen Quadrates.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass, nachdem das zweite Quadrat her-
umgewirbelt (und angehalten) wurde, die sich iiberlappenden Flichenteile der
beiden Quadrate ein Viertel des ersten Quadrats ausmacht?

In Text 2 ist das Problem in einer schwereren Formulierung gestellt; wegen
der verschiedenen Seitenldngen muss mit Parametern gearbeitet werden, was fiir
die SchiilerInnen nicht leicht ist.

Text 1b kann als ein Spezialfall fiir Text 2 betrachtet werden.

Es handelt sich hier um eine Problemstellung mit ,,offenem Eingang“. (Zur
Problemklassifikation siehe [6, 7, 9, 10, 15, 16].) Wenn die Aufgabe so formuliert
ist, werden die Schiiler im Allgemeinen auf ,,Denken in Zusammenh#ngen®, oder
,Denken mehrseitig” angeregt.

Schiiler, die Aufgaben solcher Art ofter bearbeiten, kénnen die Notwendig-
keit der Fallunterscheidung erkennen und konnen sich daran gewohnen, in Zu-
sammenhéngen und , weitersichtig® zu denken auch bei konkreten (nicht nur ma-
thematischen) Aufgaben (zum Arbeiten mit ,offenen Aufgaben vgl. [3]).

Bei den anwendungsniheren Formulierungen wie Text 3a und Text 3b, konnen
nicht nur mathematische Fachkenntnisse sondern auch Sachkenntnisse gefordert
werden.

Text 4 gibt ein konkretes Beispiel, wie verschiedene mathematische Berei-
che, hier Geometrie und Wahrscheinlichkeitsrechnung in einer Aufgabe auftreten
koénnen.

Verschiedene Textvarianten konnen weitere Zusammenhénge andeuten und
den Charakter des Mathematischen verdeutlichen, indem die Schiiler erkennen,
dass sowohl unterschiedliche innermathematische Formulierungen als auch au-
Bermathematische Problemstellungen (wie hier Glasfarbe, Filterwirkung . ..) mit
derselben mathematischen Methode behandelt werden kénnen. Es ist wichtig zu
bemerken, dass das Bearbeiten und die Ubungsfunktion einer Aufgabe kann auch
davon abhéngen, wie diese formuliert ist.
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Gleiche oder dhnliche mathematische Inhalte in verschiedenen Formulierun-
gen konnen das Bild iiber Mathematik bei den Schiilern positiv beeinflussen, und
konnen Zusammenhénge zwischen den Bereichen der Mathematik und Beziehung
zwischen Mathematik und Realitit geschaffen werden.

Wenn Texte von den SchiilerInnen selbst formuliert werden, kann dies auch
motivierend wirken. Meinen Erfahrungen nach, geben die SchiilerInnen gerne neue
Texte an, auch wenn sie sich fiir Mathematik wenig interessieren. Die verschie-
denen Situationen, die in diesen Texten vorkommen, verhelfen auch die aktive,
eventuell realitdtsnahe Verwendung von mathematischen Kenntnissen; ein in den
Lehrplinen erwiinschtes aber nur mangelhaft erreichtes Ziel (vgl. TIMSS, PISA,
[8, 13]).

2. Verschiedene Losungswege nach verschiedenen Jahrgéngen

Die folgende Losungswege brauchen mehr oder weniger mathematische Vor-
kenntnisse und Grundfihigkeiten. Die angegebenen Stufen sind die Jahrgéinge, wo
der betroffene Losungsweg erst erwartet werden kann.

Lésung 1
Dieser Losungsweg verwendet die vierfache Drehsymmetrie des Quadrates.

Wenn der gemeinsame Teil um 90°, 180°, 270° bzw. 360° um O gedreht wird,
so ist das erste Quadrat in vier Teile gleichméfBig geteilt. Der iiberlappende Teil
ist immer 1/4 des ersten Quadrates.

Die Idee der Verlangerung der Seiten des zweiten Quadrates kann auch aus
den Vorkenntnissen z.B. beim Bruchrechnen stammen.
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T

Das Quadrat ist die Finheit. So wird das Quadrat halbiert.

Wenn das Quadrat gleichméfig noch mal halbiert wird, so ist es in vier gleiche
Teile geteilt.

In diesem Alter ist auch zu zeigen, dass der gemeinsame Teil nicht grofler als
1/4 sein kann.

In einer Viertelebene liegt ein Viertel des ersten Quadrates. Das drehen-
de Quadrat liegt innerhalb dieser Viertelebene, so folgt, dass 1/4 eine obere
Abschétzung fiir den iiberlappenden Teil bei jeder Seitengrofie des zweiten Quad-
rats ist. Ein Maximum soll daher nur in dem Fall untersucht werden, wo der
iiberlappende Teil nie 1/4 erreicht.

Vorkenntnisse: Die vierfache Drehsymmetrie des Quadrates, Zerlegungen in
kongruente Teile.
Stufe: 10-12 Jahre (6., 7. Jahrgang)
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Lésung 2

Zum Bestimmen von Flacheninhalten ist die Zerlegung in Dreiecken bzw.
in bekannten Flichen schon frither bekannt und verwendet. Das Erkennen von
Zusammenhéngen, das Aufschreiben und Umformen von Termen sind aber gar
nicht leicht, und sind in fritheren Jahrgéngen nicht zu erwarten.

Der gemeinsame Teil ist in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt.

k = r und p = q wegen der Drehsymmetrie des ersten Quadrates um 90
Grad. Aus dem rechtwinkligen Dreieck OMT folgt nach dem Satz des Pythagoras:

p= I+ (1-k2

Die Fliche des gemeinsamen Teils:

2—-Fk)-k p-q
) I A7
2 T

2—k) k ( (1)2+(1—k>2) %K 21— 2%+ K

1.
2 + 2 2

Vorkenntnisse: Kongruenz von Dreiecken, Erfahrungen mit Zerlegungen,
Fléche von Dreiecken (Drehsymmetrie des Quadrates), Pythagoras, algebraisches
Umformen.

Stufe: 14-15 Jahre (8., 9. Jahrgang)

Das Berechnen des gemeinsamen Teils kann auch mit anderen Kenntnissen
geschehen.

In der Mittelschule kénnen solche Losungswege erst erwartet werden wobei
mit Koordinaten gerechnet wird. Der Mittelpunkt des Quadrates kommt in den
Ursprung des Koordinatensystems. Der gemeinsame Teil wird wie vorher anhand
von Teildreiecken bestimmt.

Bei der folgenden zwei Losungswegen wird die berechende Fliche (F) mit
Hilfe von Summe bzw. Differenz von zwei Teildreiecke bestimmt:
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Lésung 3
a)
1
Y Yyp=——0
m
y=mzx g=1+m
r=1-—m
2
[1.1 oL
p 2 2
2 :r m p2 =14+ m2
P, X 1+m?2+1—m? .
rr — —
2
RN
¥
b)
¥ + !
m — 2
m-+1
F, = m _
OoST 9 m
1
(I—-m)|—-1
m
(1.1 Fror = 5
p N2
: fn§ _ (1—m)
2 O 4 2m
1 =
h 1 —2m +m?
m v = — —
R 2m
T = Fosr — Fror =1

Vorkenntnisse: Koordinatensystem, die Gleichung der Geraden durch den
Ursprung, Zusammenhang von senkrecht stehenden Geraden, Schnittpunkt von
Geraden, Flidcheninhalt von rechtwinkligen Dreiecken (Hypothenuse - Hohe/2,

Kathete - Kathete/2), algebraisches Umformen.
Stufe: 16-17 Jahre (10., 11. Jahrgang)

3. Weiterdenken, Verallgemeinerung

Wenn die Seitenldnge des zweiten Quadrates grofer als 2 cm ist, so bleibt der

gemeinsame Teil 1 cm?.
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Wenn die Seitenléinge des zweiten Quadrates kleiner als 2 cm ist, kénnen
folgende verschiedene Fille auftreten:

1. Das zweite Quadrat bleibt beim Drehen immer im ersten Quadrat; in
diesem Fall ist der gemeinsame Teil die Fliche des zweiten Quadrates.

2. Fin Teil des zweiten Quadrates ist beim Drehen manchmal aufSerhalb

des ersten Quadrates, in diesem Fall hingt die Grofie des gemeinsamen
Teils von der Lage der Quadrate ab.

3. Fin Teil des zweiten Quadrates ist beim Drehen immer auflerhalb des

ersten Quadrates, die Grofle des gemeinsamen Teils ist von der Lage der
Quadrate abhdngig.

4. Ein Teil des zweiten Quadrates ist immer auferhalb des ersten Quad-

rates, die Grifie des gemeinsamen Teils ist aber immer ein Viertel des
ersten Quadrates.

Diese Ergebnisse konnen in weiteren Jahrgénge préizisiert und ergénzt werden.
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3.1. Arbeiten an der Aufgabe mit Text 2 (,,groBite iiberlappende Teil*)

Es werden die Parameter a und b fiir die Seitenlinge des ersten bzw. des
zweiten Quadrates entsprechend dem Text 2 der Aufgabe eingefiihrt.

Bei parametrischen Problemen ist es wichtig, die ,, wesentlich unterschiedli-
chen Fiélle“ herauszufinden. In unserem Beispiel kann man feststellen, dass je-
de Situation erreicht werden kann, wenn die Seitenldnge des ersten Quadrates
konstant gehalten wird und die Seitenléinge des zweiten Quadrates von Null bis
Unendlich wéchst.

Die folgenden Abschiitzungen kénnen fiir die gemeinsame Fliche unabhéingig
von der Seitenlédnge und der Lage festgestellt werden:

Der Flicheninhalt des gemeinsamen Teiles ist nicht grofier als

a? (das stehende Quadrat);
b? (das gedrehte Quadrat);

“4—2 (der rechte Winkel enthiilt einerseits ein Viertel des stehenden Quadrates,
andererseits den gemeinsamen Teil).

Je nachdem, ob b% < “4—2 (&b < 5) oder “4—2 <b? (& & <b) gilt, erhalten wir
als genauere Abschitzung fiir den iiberlappenden Teil die Fliche des drehenden
Quadrates bzw. das Viertel des stehenden Quadrates.

Falls die Abschéitzung der gemeinsamen Fliche durch das zweite Quadrat
moglich ist, werden zwei Fille unterschieden, je nachdem, ob das stehende Quad-
rat das gedrehte Quadrat immer oder nur in bestimmten Positionen enthélt.

e Das zweite Quadrat bleibt beim Drehen immer im ersten Quadrat (spezielle
Lage 1a) und in diesem Fall ist der gemeinsame Teil die Fliche des zweiten
Quadrates (spezielle Lage 1b).

a a

/ spezielle Lage la spezielle Lage 1b

[
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Wenn das zweite Quadrat gedreht wird, bleibt es solange in dem ersten Quad-
rat, bis seine Diagonale kleiner als die Hélfte der Seitenldnge des ersten Quadrates
ist:

W2 < &

a a
— b < —— (spezielle Lage 1a
5 WG (sp ge la)

a
0<b< —
~2V/2

e Das zweite Quadrat bleibt beim Drehen nur in bestimmten Positionen im
ersten Quadrat (spezielle Lagen 2a und 2b). Die Grifle der gemeinsamen
Fldche ist von der Lage der Quadrate abhingig und kann den mazximalen
Wert b2 erreichen (spezielle Lage 2b).

spezielle Lage 2a spezielle Lage 2b
a a
} §

o b

Der Endpunkt der Diagonale des zweiten Quadrates ist beim Drehen manch-
mal auerhalb des ersten Quadrates, die Diagonale ist grofler als die Hélfte der
Seite des ersten Quadrates (§ < b\/2, spezielle Lage 2a).

Die anderen Eckpunkte bleiben immer innerhalb des ersten Quadrates, die
Seitenlénge b ist kleiner als § (spezielle Lage 2b).

Falls die Abschitzung der gemeinsamen Flache durch ein Viertel des ersten
Quadrates moglich ist, werden wieder zwei Félle unterschieden, je nachdem ob
das zweite Quadrat wihrend der Drehung ein Viertel des ersten Quadrates nur
in bestimmten Positionen oder immer beinhaltet.

e Das zweite Quadrat enthdlt nur in bestimmiten Positionen ein Viertel des
ersten Quadrates (spezielle Lage 3a und 3b). Die Grifie der gemeinsamen
Fliche ist von der Lage der Quadrate abhdngig und kann den maximalen
Wert % erreichen (spezielle Lage 3b).



“ambrus” — 2007/8/17 — 10:37 — page 241 — #11 ﬁ}

Analyse von Lésungswegen und Erweiterungsmoglichkeiten eines Problems 241
spezielle Lage 3a spezielle Lage 3b
a
a
b
g b

Der Endpunkt der Diagonale des zweiten Quadrates liegt immer auflerhalb
des ersten Quadrates, zwei anderen Eckpunkte bleiben nur in gewissen Positionen

innerhalb des ersten Quadrates (£ < b < 2¥2, spezielle Lage 3a und 3b).

a a2
—<b< —
2~ 2

o Fin Viertel des ersten Quadrates ist immer im zweiten Quadrat beinhaltet.
Die Grifie des gemeinsamen Teils ist immer ein Viertel des ersten Quadrates.

spezielle Lage 4a spezielle Lage 4b

Wenn die Seitenlénge des zweiten Quadrates grofler ist als die Hélfte der
Diagonale des ersten Quadrates (spezielle Lage 4a), liegt das in dem rechten
Winkel enthaltene Viertel des ersten Quadrates innerhalb des zweiten Quadrates.

av?2
——<b
5 S
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Damit wurden die unendlich vielen Félle in vier Klassen eingeordnet:

0<b Der gemeinsame Teil ist konstant wiahrend der Drehung und
~ 22 | gleich mit dem zweiten Quadrat.
a “bh< @ | Der gemeinsame Teil &ndert sich wéhrend der Drehung bis
2v/2 2 | zum zweiten Quadrat.

<be av2 | Der gemeinsame Teil dndert sich wihrend der Drehung bis
a 2 zum Viertel des ersten Quadrates.

av/2 < Der gemeinsame Teil ist konstant wéhrend der Drehung und
2 - gleich mit dem Viertel des ersten Quadrates.

Da fiir jeden Parameterwert der grofite iiberlappende Teil angegeben ist, er-
gibt sich die Frage nach dem kleinsten iiberlappenden Teil bei ﬁ <b< g bzw.
bei & <b< @2,

Im folgenden wird die Grofle der iiberlappenden Fliche als Funktion der Posi-

tion fiir ﬁ < b < § untersucht. Durch verschiedene Losungswege wird die Lage
der beiden Quadrate bestimmt, wo der iiberlappende Teil minimal ist.

3.2. Untersuchung mit Zerlegungsgleichheit
(,Der Fliacheninhalt als eine Funktion des Drehwinkels*)

Als Variable wird der Schnittwinkel o der Diagonale des stehenden Quadrates
OB mit der Seite des gedrehten Quadrates RQ) gewéhlt.

Solange die Diagonale OQ) die Seite AB nicht schneidet, bleibt der Flichen-
inhalt des gemeinsamen Teiles b2.

g A
ot
o~ P

by "~ IBQ

RS |4
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Q liegt aulerhalb des stehenden Quadrates genau dann, wenn
sina - bv/2 > % (1)

gilt.
Folglich untersuchen wir den Fliacheninhalt fiir

a

2v/2b
Um den Flicheninhalt des gemeinsamen Teils zu bestimmen, muss (wegen

der Zerlegungsgleichheit) aus dem Viertel des ersten Quadrates das mit dicker

Linie markierte Dreieck weggelassen werden.

Die Seite R(@) schneidet eine Strecke e der Diagonale OB ab, fiir die

2 b
a2 T sina gﬂt
Fiir die Katheten des mit dicker Linie markierten Dreiecks gelten nach dem

a € | = arcsin ; 90°| . (2)

e =

: d __ sin a c __ sin a
Sinussatz e — sin(135°—a) und e — sin(a—45°)"
Durch adquivalentes Umformen
. o . o . o 1 1.
sin(135° — o) = sin135° - cos v — sina - cos 135° = —= cos @ + —=sin «,

V2 V2
1
sin(a — 45°) = sina - cos45° — cos « - sin45° = ﬁ(sina —cosa)

und Einsetzen von e erhalten wir d in der Form
a-sina — b2
cosa +sina

Ahnlicherweise ergibt sich fiir ¢

a-sina — bv2

sin o — cos «

und daraus der Flacheninhalt des bezeichneten Dreiecks

ﬁ _ (a~sina—b\/§)2 _ (a-sina—x\/i)z _ (\/isinoz—x)2.

Fy = =
D) —2cos 2a dsin® o — 2 2sina — 1

Nach dieser Formel kann eine Funktion Fy(«) iiber dem Definitionsbereich
[ao = arcsin 2%/517; 900} erklért werden: F(a) = a* — Fy.

Fiir SchiilerInnen, die keine Differenzialrechnung lernen, kénnen die Parame-
ter @ und b der vorigen Funktion mit Hilfe von CABRI oder von einem CAS
untersucht werden (siche 4.2, und 4.3).

(In ungarischen Mittelschulen hingt es von dem Schultyp ab, ob Differenzi-

alrechnung zum Lehrstoff gehort.)
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4. Hilfsmitteln beim Losen und Weiterdenken

Die Losung des Problems ist gar nicht leicht. Nach dem Bedenken von mog-
lichen Losungswegen in verschiedenen Jahrgingen der Lehrer kann entscheiden
welche Hilfe fiir die SchiilerInnen angeboten wird. Diese Hilfe kann eine Frage,
Bestétigung, Losungssegment sein, oder in Zusammenhang mit den Vorigen kann
auch Hilfsmittel angeboten werden.

4.1. Das herkommliche Modell

Das gelbe Quadrat ist auf dem weiflen groflen Kartonquadrat, das blaue
Quadrat ist am Folienkreis angeklebt. Der Kreis ist mit Hilfe einer Nadel im Mit-
telpunkt des gelben Quadrates befestigt. So kann das zweite Quadrat um einen
seiner Eckpunkte gedreht werden.

Der Folienkreis kann gewechselt und mit abwaschbarem Filzstift beschrieben
werden. Die weiteren kleinen farbigen Quadrate sind bei den drehsymmetrischen
Uberlegungen behilflich (am Modell kénnen zum Beispiel drei so gelegt werden,
dass diese mit dem blauen Quadrat zusammen ein grofieres Quadrat bilden).

(Verwendetes Material: Karton, Folien (durchsichtig, gelb, blau und rot), Filz-
stifte, Stecknadel, Klebestoft.)

Die Untersuchung von Funktionen F(«) bzw. kann geeignete CABRI Figur
auch helfen, wobei die Wirkung der Anderung von Parameter a und b gefolgt
werden kann.
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4.2. Untersuchung mit dem CABRI

Die folgenden Bilder sind Bildschirmausschnitte aus einer CABRI Datei wobei
die funktionale Abhéngigkeit des Flacheninhaltes F'(«) von der Variablen o und
die Wirkung der Anderung von den Parametern a und b dynamisch untersucht
werden.

Die Seitenlinge a und b lassen sich durch den

Punkt "Linge a" bzw. " Lange b* variieren. FOio) Ficy)
Lidnge a
a 6.83 cm ?
b Ldnge b Fia) = 8,75 cm?
2,99 cm

Der Flacheninhalt des i
bezeichneten Dreiecks FO[x) FO{c} = 2,90 cm®
und der Flacheninhalt des
iiberlappenden Teils F(g)
wurde nach den angegebenen
Formeln berechnet.

o oo oo™

o —
ol & 90° @ = 6215 ol 90°

Die Lénge von a und b kann mit den schwarzen und blauen Punkten geédnder
werden. Bei konkreten Werten fiir @ und b kann die Funktion Fy(«) im angege-
benen Bereich (blaue Strecke auf der x-Achse) untersucht werden.
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Die Seitenlinge a und b lassen sich durch den

Punkt "Ldnge a" bzw. " Linge b*' variieren. FO{x) Fieg
Lénge a
8 6.83 cm ’
b Linge b Fla) =|8,35 cm?
2,99 cm

7
Der Flacheninhalt des i
bezeichneten Dreiecks FO[») FO{o) = 3,29 e’
und der Flicheninhalt des i
iiberlappenden Teils Fla) |
wurde nach den angegebenen |
Formeln berechnet. i

=

——
al  x90° @=78,83° al 90°

Bewege o

Mit dem Bewegen des Punktes « (an der blauen Strecke auf der a-Achse)
konnen die aktuellen Funktionswerte Fy(«) und F'(«) abgelesen werden.

Die Seitenldnge a und b lassen sich durch den

Punkt "Ldnge a" bzw. ' Linge b" variieren. FOI) Flo)
Lingea | e
i 6.83 cm i
b Lange b Fia) =931 em?
3.25 cm

Der Flacheninhaltdes | _____
bezeichneten Dreiecks FOfz) FOioj = 2,34 cni
und der Flacheninhalt des !
iiberlappenden Teils F) !
wurde nach den angegebenen !
Formeln berechnet. !

ol o 90° a=7131°

Mit der Anderung der Linge von b in dem von a bestimmten Bereich éindert
sich auch «p (der linke Endpunkt) sowie die Linge der blauen Strecke (auf der
2-Achse) und die Funktionswerte von Fy(a) und F(«).
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Die Seitenldnge a und b lassen sich durch den
Punkt "Linge a" bzw. " Linge b'" variieren. Fo{c) Ficg
Ldnge a

a 434cm
Ldnge b Flx) =|3,76 cm®
2.07 cm

Der Flacheninhalt des
bezeichneten Dreiecks FO(x) Fi{c3 = 0,95 cm*
und der Fldcheninhalt des

iiberlappenden Teils Fx)

1
i
i
i
i
i
i
|
Formeln berechnet. i i
o

wurde nach den angegebenen ,/':-
al o« 90° «=T77,31° al 90"
Bewege o

Mit Anderung der Linge von a éndert sich der zu untersuchende Lingenbe-
reich von b, die ,,blaue Strecke auf der z-Achse“ bleibt unveréndert; die Funkti-
onswerte Fy(«) und F(«) #ndern sich.

Aus der vorigen Untersuchung ergibt sich die Vermutung, dass die Funktion
Fy(a) bei jedem moglichen Parameterwert ein Maximum hat, dieser wird bei
a = 90° erreicht.

4.3. Untersuchung mit dem Grafikrechner

Mit Grafikrechnern kénnen wir nur bei konkreten Werten fiir ¢ und b die
Funktion Fj untersuchen. In folgendem haben wir ¢ = 6,83 ¢cm und b = 2,99
cm gewahlt, wie bei CABRI. Die Variable x ist bei dieser Einstellung in Grad
gemessen. In dem Eingabefenster wird die Formel T1I 83  taschenrechnergerecht
eingetippt. Damit ergibt sich:

6,83 2
Fo(z) = <’2 V2 -sin(x) — 2,99> /(2 [sin(z)]? = 1).

Mit Hilfe der ZOOMBOX kann man Teile der Funktion auch néaher untersu-
chen. Bei 2 = 45 gibt es keinen Funktionswert: das vierte (vergroBerte) Bild zeigt
an dieser Stelle eine senkrechte Gerade.

Der TRACE Mode erlaubt die Untersuchung des Verlaufs der Funktion. Die
Umgebung, wo die Eigenschaften genauer zu untersuchen sind, kann mit dem
ZOOM Befehl bis zur Grenze der Auflosung vergroBert werden. Im Kalkulati-
onsmenii kann man die numerische Berechnung des Extremumswertes wéhlen
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W=
“WWa=
“Ny=
~Ne= n=a0 Y=z .B441Z03
~ m\ '|'1=|:E.E3|’E*-|'|:E:l*5|nl:H:l;E;._:
n=10k ¥=1.419=548 H=R0.cx9ac Y=Z.B51117%

(BLACK-BOX-METHODE). Die Methode der Differentialrechnung kann auch
bei der numerischen Untersuchung benutzt werden (GREY-BOX-METHODE).

Es gibt auch andere Methoden, die ohne Differentialrechnung den Extremwert
erkennen lassen (siehe: [12]).

Ich bin der Meinung, dass eine Analyse von solcher Art ist gar nicht fremd
von den Traditionen des ungarischen Mathematikunterrichtes. Es handelt sich
namlich auch in diesem Fall um einen detaillierten Bearbeiten eines Problems,
aber aufgrund noch mehr Gesichtspunkten als es {iblich ist. Solche Analyse kénnen
erwartungsgemaf die Methode und Mittel von LehrerInnen weiter bereichern.
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