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Abstract. Psychological theories of prototypes are put forward by mathematical model-
ling. Some didactical consequences are discussed on the background of this analysis. By
the help of an example (classification of convex quadrangles) hints are given for didac-
tical interpretations of actual models of cognitive psychology dealing with problems of
constructing prototypes.
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Die vorliegende Arbeit ist ein Versuch den Prototyp — als einen von den
Grundbegriffen der fundamentalen psychologischen Konstrukte einer adaptiven
Lerntheorie — aus psychologischer und padagogischer Sicht zu untersuchen. Dieser
Artikel ist im Rahmen eines Projekts ,, Innere Differenzierung und Individualisie-
rung einschliefllich Analogiebildung als integratives Modell des adaptiven Lernens
(mit besonderer Beriicksichtigung des Computereinsatzes)“ unter der Leitung von
H.-J. Herber entstanden.

Wir bezeichnen durch das Wort Prototyp das Komplexum der charakteristi-
schen Merkmale einer Kategorie (der allgemeingiiltigen, erfahrungs- und kultu-
rabhéngigen Kriterien - Identifizierungsschemata) und des typischen Reprisen-
tanten (Urmusters) der Kategorie.

Der ,Prototyp“ als kognitives Konzept ist eine vorsprachliche Gréfle und
muss nicht notwendigerweise versprachlicht sein (vgl. [15]). Ein Prototyp stellt
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vielmehr ein idealisiertes kognitives Modell dar. Um dieses Kriterienbiindel (be-
stehend aus intensionalen Merkmalen) oder den idealen Vertreter einer Kategorie
herum ordnen sich die Mitglieder der Kategorie an. Entscheidend fiir eine Ka-
tegorie ist also der Ubereinstimmungsgrad der Mitglieder einer Kategorie, den
die représentativen Vertreter ,mehr oder weniger* aufweisen. Die Granuliertheit
des Modells zieht unterschiedliche Auswertungsprozesse nach sich (im Sinne einer
Nominalskala, mit der nur die Zugehorigkeit/Abgrenzung zu einer Kategorie fest-
gestellt wird, oder als quantitative Bestimmung des Ubereinstimmungsgrades).

1. Konstruktion eines Prototyps durch Transformationen,
Entstehen eines ,, Musters®

Franks & Bransford haben folgendes Experiment durchgefiihrt (vgl. [4]):

Eine Karte mit vier Figuren (z.B. Quadrat links oben, Dreieck links unten,
Herz rechts oben, Karo rechts unten) wurde als ,prototypisches Muster® fest-
gelegt. Dann wurde eine Transformationsregel definiert (z.B. um 90° gedrehte
Anordnung).

v v e ¢ A A B

A ¢ H A v u ¢V

Abbildung 1. Das Muster und die transformierten Elemente

Mit diesen Regeln wurden ,Zielkarten“ festgelegt, die Modifikationen des
Ausgangsmusters enthielten, die durch einen, zwei oder mehrere Transformati-
onsschritte gemé&f dieser Regeln zu Stande kamen. Die Versuchspersonen sahen
(kurz, tachistoskopisch) die Zielkarten, das Ausgangsmuster bekamen sie nicht zu
Gesicht. Bei einem Wiedererkennungstest wurde eine Folge von anderen (gleich-
rangigen) Karten einschlielich des Ausgangsmusters vorgelegt. Uberraschend ga-
ben die Versuchspersonen am h#ufigsten an, die prototypische Karte schon im
Vorversuch gesehen zu haben (und waren sich dieser Entscheidung am sichersten
gegeniiber anderen, transformierten Karten). Je mehr eine Karte dem Ausgangs-
muster dhnelte (je weniger Transformationsschritte zwischen ihr und der proto-
typischen Karte lagen), desto hoher war der angegebene Wiedererkennungsgrad
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(und die subjektive Entscheidungssicherheit). Offensichtlich (re-)konstruierten die
Versuchspersonen aus den faktisch wahrgenommenen Mustern durch Prototypen-
bildung ein ,,Urmuster®, von dem sie — gem&fl den Transformationsregeln — die
anderen Muster ableiteten. Das Urmuster hatte also bei der Wiedererkennung ei-
ne groBere Bedeutung als ein anderes (wenn auch gleichrangiges) Element® seiner
Kategorie, es komprimierte die Erfahrungen beziiglich der ganzen Klasse.

Neben der Konstruktion eines Prototyps durch systematische Transformatio-
nen kénnen Prototypen auch durch Zufallsprozesse abgewandelt (verzerrt) werden
(vgl. [16], 87ff.). Auch dann ist es moglich, die von einem bestimmten Urmuster
ausgehenden Verzerrungen von den Abwandlungen zu unterscheiden, die von ei-
nem anderen Urmuster abgeleitet wurden. Man kann sich die von einem Urmuster
abgeleiteten Gestaltvarianten so vorstellen, dass sie sich innerhalb — verschieden
weit vom Mittelpunkt entfernt — eines Kreises befinden (wobei das Urmuster das
Zentrum bildet). Wichtig ist die Einbettung in eine Serie von Abwandlungen:
Ein Urmuster wird offensichtlich am besten abgespeichert, wenn es in verschie-
denen Einbettungen dargeboten wird, die aus Abwandlungen/Analogiebildungen
zum Urmuster entstanden sind — und nicht durch die isolierte Darstellung eines
Urmusters ,,fiir sich“ (vgl. die durch Analogiebildungen gegebenen didaktischen
Moglichkeiten, in ein Stoffgebiet dort ,einzusteigen®, wo der Lernende kognitiv
und motivational am besten ,,andocken* kann, etwa im Sinne der Problembegeg-
nung ,,Prototyp® im Modell der Inneren Differenzierung von Herber & Vasarhelyi
[8]; vgl. auch Abbildung 2). Das Urmuster wird dadurch im Gedéchtnis besser
eingespeichert und der Erinnerung leichter zugénglich, weil so zusétzliche Infor-
mationen iiber die einzelnen Varianten mit vernetzt werden.

Wie sich in der einschlédgigen Forschung zeigen lisst, bestehen Begriffe (Sche-
mata, semantische Netzwerke) und die sie repriisentierenden Exemplare nicht un-
abhéngig von einander. Urmuster scheinen ein optimales (,,mittleres“) Niveau der
Begriffsbildung zu reprisentieren, auf dem sich Menschen kognitiv und motivatio-
nal am liebsten bewegen. Wenn man iiber Hunde (etwa im Unterschied zu Katzen)
redet, konnte man sie sich als eine Einsetzungsinstanz fiir Siugetiere oder — hier-
archisch noch hoher — fiir Lebewesen vorstellen. Doch kaum jemand wird das tun,
das ist anscheinend ,,zu hoch“ gegriffen. Auch wird man dabei nicht so sehr iiber
die spezifischen Eigenschaften bestimmter Hunderassen differenziert nachdenken
— aufler man iiberlegt, sich einen Hund anzuschaffen (als Schofhund, Wachhund,

IEinfachheitshalber schreiben wir in der Sprache der Mengentheorie Element oder Objekt. Das
Ergebnis einer Klassifikation kann aber zu einer komplexeren Struktur fithren, wo statt der
Elemente Unter- bzw. Oberbegriffe sowie (Teil-)Strukturen vorkommen koénnen.
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Blindenhund, etc.). Das Wortzeichen ,,Hund“ geniigt, um iiber Unterschiede von
Hunden und Katzen zu sprechen (auch wenn man sich im ,,Hinterkopf“ vielleicht
einen ,Schéferhund“ als , Mittelpunkt“ der Objektmenge ,,Hund“ vorstellt, von
dem Exemplare anderer Hunderassen mehr oder weniger weit abweichen).

2. Identifizierungsschemata versus exemplarische Fille
— einige (kritische) weiterfithrende Bemerkungen
zum Ansatz von Ross & Makin, [17]

Mit Ross & Makin kann man abstrakte Ideen (Identifizierungsschemata, die
bei ihnen Prototypen heiflen) von exemplarischen Fillen (objektbezogenen ., Ver-
anschaulichungen) unterscheiden. Erstere entsprechen dem, was Weingartner in
Anschluss an Frege als Intension bezeichnet, letztere der Extension einer Begriffs-
bildung (vel. [5], [22]).

Identifizierungsschemata und exemplarische Fille lassen allerdings keine kla-
ren Abgrenzungen zu, die eindeutig Objekte bzw. die sie repriisentierenden (kogni-
tiven) Kategorien dem einen oder dem anderen Begriff zuordnen. Sie entsprechen
eher ,normischen Gesetzen® (vgl. [18], [19]), d.h. Féllen (Modellen, Begriffen),
die extensional (,ganzheitlich“) bzw. intensional (analytisch-kategorisierend, di-
mensionierend) die meisten Ubereinstimmungen mit den gemeinten Einsetzungs-
instanzen aufweisen (und am wenigstens mit intendierten Nichtmitgliedern der
entsprechenden Klasse) und somit eine ,zentrale Tendenz“ mit unscharfen Ab-
grenzungen zu entsprechenden (,,dhnlichen®) Objekten bzw. Ideen (,, Vorstellun-
gen®) repriisentieren.

Das hier zu behandelnde ,,Prototypenmodell® erlaubt, einen expliziten (mess-
baren) Ubereinstimmungsgrad (similarity) zwischen kognitiver Reprdsentation und
einem Vertreter darzustellen (vgl. [6], [7], [17]).

2.1. Auswertungsfunktion fiir Elemente bei gegebener Kategorie

Im ,, Prototypenmodell“ von Ross & Makin werden die Bestandteile der kogni-
tiven Repréasentation als Dimensionen, und die Vertreterkandidaten als Elemente
einer Grundmenge betrachtet. Unter der Annahme, dass die Kategorie K durch n
Kriterien/Dimensionen bestimmt ist, werden Gewichtungsfaktoren g; (0 < g; < 1,
it =1,...,n) zu den einzelnen Kriterien nach der Bedeutsamkeit (fiir den entspre-
chenden konzeptuellen Bereich) zugeordnet. Ein Vertreter V' wird beziiglich jeder
Dimension von K durch einen Ubereinstimmungsgrad v, (0<v; <1l,i=1,...,n)
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ausgewertet. Der Ubereinstimmungsgrad von V beziiglich K wird als eine gewich-
tete Summe der dimensionalen Auswertung bestimmt:

n
S(K, V)= givi.

i=1
Nach dieser Formel werden die Elemente der Grundmenge beziiglich einer Kate-
gorie auf die Menge der reellen Zahlen abgebildet. Bei einem gewissen Wert von
S(K,V) trifft man die Entscheidung, ob das Objekt V' zur Kategorie K gehort
und als idealer/guter Vertreter brauchbar ist. Je grofier der Wert S(K,V) ist,
desto ,naher” steht der Vertreter dem ,,Zentrum* der Kategorie. Das erméglicht
das Einordnen der zu iiberpriifenden Elemente nach dem Abstand vom ,,Zentrum®
der Kategorie. Ein Prototyp als idealer Vertreter stellt somit die zentrale Tendenz
der Kriterien/Dimensionen (bzw. der diesen zuordenbaren Testitems) dar. (Eine
entsprechende Belegung dieser Definition ist mit Tabelle 1 und Diagramm 1 im
Punkt 5 iiber konvexe Vierecke gegeben.)

Bemerkungen, Weiterentwicklungen bzw. Weiterentwicklungsmdglichkeiten

des Modells

o Die Zuordnung der Gewichtungsfaktoren setzt eine gewisse Strukturierung
der Kriterien, vor allem eine Vergleichbarkeit, irgendeine Relation® zwischen
den Kriterien (z.B. griflere oder kleinere ,Bedeutung® beziiglich des Kon-
zepts, von Lehrerpriferenzen, ...) voraus. Die Autoren fihren das Problem
der Vergleichbarkeit der Kriterien auf die Ordnungsrelation der reellen Zah-
len zuriick, indem zu jedem Kriterium je eine Zahl zwischen 0 und 1 ir-
gendwie schon friher zugeordnet wurde. Fiir die praktische Anwendung des
Modells ist es sehr wichtig, wie diese Zahlen den Kriterien zugeordnet werden
kénnen. Am Beispiel aus der Mathematikdidaktik (siehe unten das Beispiel

2Eine Aquivalenzrelation impliziert eine vollstindige Zerlegung der Grundmenge in paarweise
disjunkte Klassen. Eine Klasse enthélt die untereinander dquivalenten Elemente und wird durch
ein beliebiges Element vollwertig reprasentiert, die Elemente einer Klasse sind untereinander
austauschbar. Diese Austauschbarkeit gilt iibrigens nur innerhalb der Aquivalenzrelation. Bei-
spiel: Obwohl 5/3 und (—5)/(—3) den gleichen Wert haben und deswegen die rationale Zahl 5/3
beide reprisentieren kénnen, lassen sie sich nicht austauschen, falls tiberdies der Zdhler grofier
als der Nenner sein soll.

In realen Situationen sind die Elemente untereinander mindestens subjektiv vergleichbar, aber
das Ergebnis der Vergleiche ldasst sich nicht verketten, also die einzufiihrende Relation ist nicht
transitiv. Relationen, die reflexiv, symmetrisch und nicht unbedingt transitiv sind, nennen wir
Toleranzrelationen (vgl. [3]). Durch eine Toleranzrelation werden auch Klassen gebildet, diese
Klassen sind aber nicht unbedingt disjunkt, die Klassenmitglieder sind nur in beschréankter
Weise austauschbar.
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iber konveze Vierecke, Tab. 2) zeigen wir einen mdglichen Weg auf, wie z.B.
durch differenzierte Vergabe von Gewichtungsfaktoren (etwa nach relativer
Hiufigkeit des Zutreffens von Kriterien) feinstrukturierte Fundierungen von
Fundamentums- und Additumszielen maglich sind (Tab. 3).

e Das Auswahlkriterium — nach einem (additiven) Skalarwert — ist fiir jede
Kategorie einzeln zu bestimmen, da der Funktionswert von der Anzahl der
Dimensionen sehr stark abhdngig ist.

e Bei einer mathematischen Definition, wo die Kriterien meistens notwendig
und hinreichend sind, ist jeder Gewichtungsfaktor durch 1 zu ersetzen und
S(K,V) = n vorzuschreiben. (Das Fehlen einer Figenschaft kénnen die an-
deren nicht ersetzen.) Ein Auswahlkriterium nach einer multiplikativen Funk-
tion der Kriteriumswerte scheint fiir notwendige Kriterien effektiver zu sein.
Dazu sind noch Simulationen und Experimente notig.

e Bei der intensionalen Erweiterung der Kategorie oder wenn es sich um mehre-
re Kategorien handelt, die das Probeobjekt enthalten kénnte, wire eine Nor-
mierung nitig. (Damit die S(K,V)-Werte sich vergleichen lassen bzw. als
Gewichtungsfaktoren einer Teilkategorie dienen kinnen.)

o Fir die Erweiterung des Modells, wonach ein Objekt beziiglich mehrerer Ka-
tegorien ausgewertet werden soll, wdre es notig die Granuliertheit der Kate-
gorien zu koordinieren und die Voraussetzungen des Ubergangs auf , Wahr-
scheinlichkeiten® zu sichern. (Die Gesamtwahrscheinlichkeit sollte z.B. diber
die Vereinigung der Dimensionen gemdfs ihrer Bedeutung verteilt und inner-
halb der Einzelkategorien umstrukturiert werden.)

2.2. Klassifikationsfunktion fiir exemplarisch identifizierte Klassen,
Entstehen der Kategorien

Die Kategorienbildung durch exemplarische Fille (nach ,,prominenten® Kon-
textmodellen) beruht im , Kategorienmodell der exemplarischen Falle“ von Ross
& Makin auf der Annahme, dass eine (intensionale) Kategorie aus einer (extensio-
nalen) Menge von (,,Objekten) Exemplaren besteht und dass neue Objekte als
mogliche Einsetzungsinstanzen auf Grund ihrer ,, Ahnlichkeit* (in unserer Termi-
nologie nach ihrem Ubereinstimmungsgrad) zu den bereits bekannten Exemplaren
dieser Kategorie hinzugefiigt werden (z.B. [1], [9], [13], [14], vgl. z. T. zusammen-
fassend [17]).

Wird der ideale Vertreter der Kategorie nach Grad der Zugehorigkeit als ge-
wichtete Summe von dimensionalen Ubereinstimmungen errechnet, so stellt das
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Modell des exemplarischen Falles die Zusammenfassung aller Objekte als Ein-
setzungsinstanzen dar, wobei jede Einsetzungsinstanz mit derselben Menge von
Dimensionen beschrieben wird (wihrend die Werte von Objekt zu Objekt be-
stimmt werden miissen). Dabei werden die Merkmale umstrukturiert, einige als
bestimmende, andere als nebenséchliche deklariert, und dadurch entsteht ,das
Zentrum®, der ,, Ahnlichste“, der beste Vertreter der Klasse. Objekte, die auf al-
len (mehreren) Kriterien (gut) ,passen®, werden als ,,zentrale“ Objekte bezeich-
net. Schon die schwache Ubereinstimmung mit einer Dimension kann als geringe
Ahnlichkeit interpretiert werden (auch wenn das Objekt beziiglich der anderen
Dimensionen gut passt).

Ein neues Objekt/Beispiel B wird mit jedem von den bereits gespeicherten
(alten) Objekten A nach jeder Dimension i (i = 1,...,n) verglichen. Passt B zu
A nach der Dimension ¢ (die bei allen Objekten dieselbe sein muss), dann wird
pi = 1 gesetzt. Falls B nicht zu A in dieser Hinsicht ¢ passt, wird die Probe
durch p; = 0, oder bei feinerer Auswertung p; = n; (0 < n; < 1) ausgewertet.
Der Ubereinstimmungsgrad zwischen A und B wird durch eine multiplikative
Funktion der Kriterien/Dimensionen beschrieben:

Z(A,B) = Hpi-
i=1

Der Grad der ,,Zugehorigkeit® des Beispiels B beziiglich der Klasse A wird als
Summe der Ubereinstimmungsgrade zwischen ihren Elementen A (A € A) und B
ermittelt:
Z(A,B) =Y Z(A,B).
AcA
Damit wird ein ,,ganzheitlicher* Objektbezug hergestellt. Ein neues Beispiel

muss zu allen bekannten Klassenelementen nach jeder Dimension (mehr oder we-
niger) passen, nicht nur zu bestimmten zentralen Kriterien. Bei der zweiwerti-
gen Auswertung sieht man das am besten, da das Fehlen der Ubereinstimmung
beziiglich einer Dimension einen Nullfaktor bedeutet, und dadurch das ganze Pro-
dukt annulliert wird. Ein kleiner Wert n; (0 < n; < 1) bringt einen #hnlichen
Effekt hinein, verkleinert das ganze Produkt, vermindert die Bedeutung von an-
deren Ubereinstimmungen. Nach der Summe iiber alle Klassenmitglieder kann
man den zentralen Bereich der Klasse bestimmen.

Bemerkungen, Weiterentwicklungen bzw. Weiterentwicklungsmaglichkeiten
des Modells

o Neben den motwationalen Vorteilen (z.B. hinsichtlich subjektiver Auswahl-
mdglichkeiten der Lernenden) der exemplarischen Klassifikation sollten doch
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auch die kognitiven Schwierigkeiten betrachtet werden: Bei der sukzessiven
Erweiterung der Klasse (ausgehend von Einzelobjekten, die als ,Ganzheiten®
nebeneinander stehen) muss das organisierende Konzept, das Auswahlkrite-
rium, wdhrend des Prozesses erfunden werden — z.B. durch Analogiebildung
(vgl. auch ,das dialektische Problem® bei Dorner, [2]). Ohne Zerlegung der
FEinzelstruktur eines Quadrates wiirde niemand ein Rechteck und ein Quadrat
begrifflich zusammenfiigen (was bei Kleinkindern oft der Fall ist). Das zen-
trale Element ist also ein guter Vertreter der Kategorie, es ist aber (alleine)
ungeeignet die Kategorie exemplarisch zu identifizieren (vgl. Tab. 4).

Die Klassifikation durch exemplarische Fdlle ermdglicht die individuell be-
stimmte, selektive Anwendung der Erfahrung auf den aktuellen Bereich, und
macht dadurch den Weg der Abstraktion auch fiir Personen mit geringerem
Abstraktionsvermdagen (mindestens teilweise, auf dem Fundamentumsniveau)
zugdnglich (vgl. das Modell der Inneren Differenzierung, Herber & Vdsdrhelyi
).

Mit Hilfe einer Klassifikation durch exemplarische Fille entstehen Querver-
bindungen zwischen Kategorien durch ,Briickenelemente®, die gleichzeitig zu
mehreren Kategorien gehdren. Dabei werden die Merkmale der Kategorien
und des Verbindungselements deutlicher (siehe z.B. die Vierecksklassifikation
von Fatalin [3], bzw. Kap. 5. der vorliegenden Arbeit).

Durch wvielfiltige exemplarische (dufere) Reprisentationen einer Kategorie
wird die individuelle (innere) Reprisentation (auch als Erinnerungshilfe) und
die Vernetzung von Kategorien erleichtert (Visdrhelyi, [21]).

Die durch exemplarische Fille konstruierte Klasse ist von der Zusammen-
setzung, Reihenfolge der Beispiele und der dabei vermittelten Informationen
abhingig. Es ist leicht mdglich, dass die (nach Fehlvorstellung, ohne Konzept)
ausgewdihlten Beispiele sich nicht zur Kategorie erweitern lassen (Einzelbei-
spiele, zerfallende ,Klassen®, exemplarisch ausgewdhlte Einzeldimensionen).

Anhand unseres Beispiels kann man den Einfluss des Startobjekts nachvollzie-
hen. Obwohl das Quadrat das Zentrum der Kategorie konvexer Vierecke dar-
stellt, ist es nicht geeignet die Kategorie exemplarisch zu generieren. Manche
Klassen lassen sich durch ein Element gar nicht erzeugen (vgl. 5.2).

Empirische Experimente von Ross & Makin zeigen, dass die kriterienbedingte

und die Sichtweise auf exemplarische Fiille in der Praxis gemischt auftreten. Auch

von einem wissenschaftstheoretischen Standpunkt aus kann eine Verbindung zwi-

schen beiden Annéherungsweisen hergestellt werden: Im Sinne normischer Gesetze



“vasarhelyl” — 2007/2/15 — 18:12 — page 373 — #9

Bemerkungen zur Prototypentheorie — Begriffs- und Konzeptbildung 373

([18], [19]) treten kategorienbedingt ,,passendere® Beispiele ,normalerweise® sta-
tistisch héufigen auf: Schwalben sind auch z.B. kriterial/dimensional besser mit
den anderen Vogeln ,vernetzt* als Pinguine oder der ,, Vogel Strauf3“.

3. Der Prototypbegriff aus didaktischer Sicht

Beispiele fiir eine exemplarisch konstruierte Kategorie werden rascher identifi-
ziert als analytisch definierte (abstrakte) Kriterien hierfiir (vgl. [20], passim). An-
schauliche Repriisentationen (Agglomerationen — vorstellbar wie zufallsgenerier-
te Gerollhalden, ikonische Identifizierungshilfen, niedrigere Granuliertheit, Grob-
struktur der Eigenschaften, wie beim , Bildlesen“) von ganzheitlichen objektbe-
zogenen Systemen sind dem menschlichen Denken und Wahrnehmen offensicht-
lich niher als Biindelungen aus abstrakten (intensionalen) Begriffskategorien (Di-
mensionenbiindel). Giinstig fiir die (elaborierte) Einspeicherung ist auch die je
individuelle (kontextuelle) Zusatzinformation (anders dimensionierbare Vernet-
zung) der konkreten Beispiele, die in der Konstruktion prototypischer Strukturen
als ,,unwesentlich“ weggelassen werden (von denen dekontextualisiert wird, die
vorldufig aufler Acht gelassen werden, die aber gelegentlich hervorrufbar sind).
Auf die Bedeutung der sogenannten ,,Randbedingungen® bei der Begriffsbildung
ist schon von Lewin hingewiesen worden (vgl. [12]):

Dimensionen als abstrakt definierte ,, Intensionals® bleiben sachlogisch ident,
Objekte konnen — je nach Kontext, Problemstellung — unterschiedlich dimensio-
niert (unter verschiedenen Aspekten betrachtet) werden. Exemplarische Darstel-
lungen durch Einzelvertreter konnen allerdings die kriterienbedingte Klassifikati-
on nicht ersetzen (siehe unten das Beispiel iiber die Klassifikation von konvexen
Vierecken). Entsprechend fruchtbar waren die kriterienbedingten Klassifikations-
ansétze — im Sinne von ,default hierarchies* (Holland et al. [10]) — bei Mendelejew
(Periodensystem der Chemie) bzw. Hull (,,Principles of behavior®, [11]).

Beim schulischen Lernen soll aber nicht nur ,,irgendeine spontane Klassifika-
tion® fiir die subjektive Strukturierung der Kenntnisse, sondern auch die Vermitt-
lung eines didaktischen Prototyps (der anhand der Erwartungen der Gesellschaft,
der systematisch erfassten kognitiven und motivationalen Lernvoraussetzungen
der Schiiler, etc. die Ableitung eines wissenschaftlich kontrollierten, ganzheitlich-
vernetzten Systemmodells ermdglicht, erleichtert bzw. sichert, siehe Abbildung 2)
durchgefiihrt werden. Auf der Basis des didaktischen Prototyps soll das Konzept
der fachlich aufeinander abgestimmten Lernebenen konkretisiert, in ein Gesamt-
system integriert werden.



“vasarhelyi” — 2007/2/15 — 18:12 — page 374 — #10

374 Eva Viésérhelyi

4. Der didaktische Prototyp

Nach unserer Grundvorstellung (siehe Abbildung 2) wird ein Prototyp in
didaktischen Zusammenhéngen generiert

(1) als Einsetzungsinstanz der einschlidgigen Sachstruktur (moglichst) nach For-
schungsstand,

(2) als Einsetzungsinstanz des (sozial-)wissenschaftlichen Forschungsstandes, der
die spezifischen Bedingungen individuellen wie kollektiven Lernens und Leh-
rens zu beschreiben und zu erklédren sucht,

(3) als direkte (vorwissenschaftlich ,wahr“-genommene) Einwirkung ,,der® Rea-
litét.

Ein didaktischer Prototyp (etwa als Unterrichtseinstieg) versucht also nach best-
moglicher sachlogischer und psychologisch/soziologischer Analyse eine moglichst
,nahe“ Verbindung zwischen sachlogischer Struktur des Gegenstandes und ko-
gnitiven wie emotional-motivationalen Strukturen und Funktionen bei den kon-
kret Lernenden und Lehrenden herzustellen, um die In-Beziehungs-Setzung bei-
der (z.B. durch Analogiebildung) zu erleichtern. In Abbildung 2 werden méogliche
Transformationsschritte in Bezug auf die Konstruktion eines (situations-)spe-
zifischen didaktischen Prototyps dargestellt. Ausgehend von der sachlogischen
Struktur eines Gegenstandes der entsprechenden Wissenschaft(en) einerseits
(moglichst auf Forschungsstand), von den realen individuellen wie kollektiven
Bedingungen sowie deren sozialwissenschaftlich fundierten Bedingungsanalysen
andererseits (betreffend individuell wie kollektiv gemeinte Akteure, z.B. Schiiler
und Lehrer, mediale Strukturen, wie Biicher oder Computerprogramme, insti-
tutionell verankerte Unterrichtsformen, etc.) lassen sich dynamische Sequenzen
(Wege) vom Pol der sachlogischen Struktur(en) zum Pol der individuellen und
sozialen Bedingungen bzw. deren sozialwissenschaftlich entsprechenden Struktu-
ren vice versa als spezifische didaktische Prototypen identifizieren, die sich auf
jeder dieser Ebenen in besonderer Weise darstellen, auch wenn sie — diese ebenen-
spezifischen Abbildungsmodelle eines gemeinsamen Weges, des jeweiligen didakti-
schen Prototyps — untereinander interaktiv verbunden sind oder sich (potentiell)
verbinden lassen.

Der Inhalt des Gegenstandes wird grundsétzlich nach der inneren Logik der
aktuellen Wissenschaft (ihrer Hintergrundsaxiome) eingeordnet. Anhand der pi-
dagogischen Traditionen wird der wissenschaftliche Standpunkt im Sinne der Ge-
samtzielsetzung (Kenntnisse, Wissenserweiterung, Vermittlung von Wertehierar-
chien, Fahigkeitsentwicklung, etc.) zum didaktischen Prototyp transformiert. Der
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Que.ll— Wissenschaftsstand auf Forschungsebene Zie }_
kereich dotnane
Abbildungsmodelle fir
zukinftige Anwenden in Eulturgut
e1;schla;;g1ge anderen beruflich relevanten C,nglfemign—
orseher Wissenschaften Bereichen neung
(z.B. Technologie)

[ B {é [

Abbildungsmodelle fir

Didaktischer Prototyp

chulunterricht praktische Berufs-
Schul b = aktische Beruf:
im einschlagigen | als Anwendungin | ~--5 ausbildung
Fach anderen Fachern
\/ Medien
Bicher, Filme, Computerprogramme -
Schulunterricht
Lehrer® ":.éf;_ Schiler®

Fiel- Psychologische und soziologische Quell-

dotane Bedingungen bereich

= notwendiger, TV méglicher Einfluss
* individuell wie kollektiv gemeint

Abbildung 2. Wechselwirkung Wissenschaft — didaktischer Prototyp — Gesellschaft

Prototyp enthiilt Grundelemente (Begriffe, Eigenschaften, Fakten, Erfahrungen,
Methoden, Experimente, Verfahren, GesetzméBigkeiten, Zusammenhénge, Regeln
mit ihren Querverbindungen) des Stoffes, Schiilertiitigkeiten, die mentale Aus-
einandersetzung mit dem Stoff, etc. — das alles muss durch péddagogische und
psychologische Aspekte strukturiert werden.®

Am Beispiel ,Konvexe Vierecke® zeigen wir, wie eine Ableitung vom wissen-
schaftlichen Standpunkt (unter Einbeziehung entwicklungspsychologischer Aspek-
te) zum didaktischen Prototyp — geméfl Abbildung 2 — mdoglich ist (vgl. 5.3).

3Um dieses komplexe System erkennen, anwenden und (weiter-)entwickeln zu kénnen, wurde
von Viésdrhelyi, Fatalin und Varsics (vgl. [3]) ein computerunterstiitztes Modell entwickelt, das
die Darstellung und Untersuchung der Lehrstoffstruktur effektiv und anschaulich ermdglicht.
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5. Konvexe Vierecke — ein Klassifikationsbeispiel
aus der Mathematikdidaktik

Als Grundmenge betrachten wir die konvexen Vierecke. Einige konvexe Vier-
ecke haben einen eigenen Namen, weil sie aufler Konvexitit weitere spezielle Ei-
genschaften besitzen:

Trapez, symmetrisches Trapez, Drachen, Parallelogramm, Rhombus, Recht-
eck, Quadrat, Sehnenviereck, Tangentenviereck.

Als Kriterien/Dimensionen betrachten wir die metrischen und die Symmetrie-
Eigenschaften, die in Ungarn lehrplangeméf bis zur Matura zu untersuchen sind.

Beziiglich der Seiten:

 (mindestens) ein paralleles Seitenpaar
e (mindestens) ein gleichlanges Seitenpaar
o zwei parallele Seitenpaare
e zwei gleichlange Seitenpaare
e nur gleichlange Seiten
Beziiglich der Diagonalen:
e gleichlange Diagonalen
¢ zueinander senkrechte Diagonalen
¢ einander halbierende Diagonalen
Beziiglich der Winkel:
 (mindestens) ein gleichgroBes Winkelpaar
o zwei gleichgrofle Winkelpaare
e nur gleichgrofle Winkel
Beziiglich der Symmetrie:
o Punktsymmetrie
o (mindestens) eine Achsensymmetrie beziiglich einer Diagonale
 (mindestens) eine Achsensymmetrie beziiglich einer Mittelsenkrechten
o zwei Achsensymmetrien beziiglich der Diagonalen
e zwei Achsensymmetrien beziiglich der Mittelsenkrechten

e zwei Achsensymmetrien beziiglich einer Diagonale und beziiglich einer Mit-
telsenkrechten

Beziiglich In- bzw. Umkreis:
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e Umbkreis

e Inkreis

5.1. Kriterienbedingte Klassifikation

Wir definieren eine einfache Relation zwischen obigen zwei Mengen (der Men-

ge der konvexen Vierecke und der Menge der Kriterien) nach dem Vorhandensein
der jeweiligen Eigenschaft. Die Tabelle 1 enthilt in den Zeilen die Vierecke (die
Elemente der Kategorie), in den Spalten die Kriterien und in den Zwischenzellen
(in der Kreuzung einer Zeile und einer Spalte) die Information, ob diese mitein-
ander in Relation stehen, d.h. ob das Viereck die aktuelle Eigenschaft aufweist.

(a)

Bewertungsfunktion der Kategorie ,Konvexe Vierecke*

Im Sinne des Modells von Ross & Makin kann die Tabelle so interpretiert
werden, dass alle Gewichtungsfaktoren gleich 1 sind und die Ubereinstimmung
durch 0 oder 1 bewertet wird. Damit erhalten wir die Bewertungsfunktion
S(K,V) der Kategorie ,,Konvexe Vierecke* (Tabelle 1).

Normierte Bewertungsfunktion der Kategorie ,Konvexe Vierecke*

Um die aus der Tabelle 1-2 ablesbaren didaktischen Folgerungen an-
schaulicher zu machen, fithren wir weitere Messwerte ein, die sich aus der
Tabelle ableiten lassen.

e Die normierte Bewertungsfunktion Sy (K, V) = S(K,V)/n bedeutet den
Anteil der erfiillten Eigenschaften (statt deren Anzahl), dadurch wird
dieser Indikator von der Anzahl der definierenden Kriterien weniger
abhingig.

e Der Abstand des Einzelelements vom Zentrum der Kategorie (vom Qua-
drat) wird nach der Formel Abstand (K, V) =1 — So(K, V) ermittelt.

e Beziiglich der ,Wichtigkeit“ der einzelnen Eigenschaften kénnen wir
Anstofle aus den absoluten Hiufigkeiten — und noch mehr aus den rela-
tiven Héufigkeiten — bekommen.

Die Tabelle 2 enthélt die neuen Werte und die Abstandsverhéltnisse sind
im Diagramm 1 veranschaulicht. (Die Eigenschaften sind nur durch Nummern
angedeutet.)

Bewertungsfunktion der Kategorie mit relativen Hdufigkeiten als Gewich-
tungsfaktoren

In Tabelle 1 wurde die Bewertungsfunktion nach der Annahme definiert,
dass die Eigenschaften bei der Bestimmung der Kategorie die gleiche Rolle
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Tabelle 1. Konvexe Vierecke und ihre Eigenschaften mit der Bewer-
tungsfunktion S(K, V). (Vollstindige Kategorienbezeichnungen siehe

oben.)
Konvexe metrische Eigenschaften Symmetrie- .
Vierecke Seite Diagonale | Winkel eigenschaften Kreise | S(K, V)

)
g
=)
Q
(9]
-
4
— El
) (0]
= 2
S E
sl ==
o) 2182
3 5|2
ANEIEIE
— ) =
= § .;fj i:) z % 2
5 g Sl=|2 SEIEAIE
g = AR ol Rlel8| &
& 2 5 2lE|e Tl s|lE2|E| &
£ =l e Sl 5 1E 5 12822
Slola|d 3| o] ERESAR-RRCA NS
3| : 2, Sl aela
AN =916 &|2|= E|5|E|5|5 =
sl 2121822 g |2|E|E] || 2|5 g
e AR A=A < |5l 8 e
SlE|Z|2|215 8|22k S E|8|E|E X
MEIER N e R I N 2|5 E|S|E|¢g g
= | 0| © Q 5 Q| o= =
< SlEl o] 2| Sl B 2|Blalel<|nl<|n]n o
a2 e =1 Q 912 || 2|2]| 9 o o | @ 7]
B < KRG R = N = I = = )
sl2lsl2|El el =2l BElald o S|l o|&8|o| o
Tl =R|BlTc|=]| 0|2 Tle|S| B2 2|2 =
~l&5l~l2|L2| 5|55 |~2|2|2l~|S|~|%]|% @ b
SRR EI R R E R R N E N S o
ElslElslal s 5 S E|e||E|E|3|E]ls|7| & —é 3
%) a = [}
E|lZIE|Z|2|=|R|5|E|E|E|&|E|R|E|2|2]|2|5 Q
Trapez |1]0|l0]o]o]o]o[o]ofloflo[ofolo]o|oflo]lo]|o 1
Symm. 1lol1]ojol1]|oflo|1|1]o]|olo]lo|1|lo]o]oO]|1 7
Trapez
Drachen |O|O|1|1]o]o[1[ofl1]loloflo|l1]oflofofo]1]o 6
Parallelo- | 4 14\ 4 |y gl gl o|1]1]|1]|o]|1|ololo]lo]lo]o]o 8
gramm
Rhombus |1 |11 |11 ofl 1 fafafolalalaflofloflol1]o 13
Rechteck | 1|1 |1]1]of 1o 1]1lr]r]t]oloflzt]1]lolo]1 13
Quadrat tfafafe]a o oo ala o] laoe]ala]a]1]1 19
Sehnen- olojoflolojlo|o]o]lo|lo|lolo|lo|o|o|o|o]| O] 1 1
viereck
Tangenten- | | 5| g1 gl o|o|o]o|o|ololololo]lo|olo|1]o 1
viereck

spielen. Die Héufigkeitswerte in der Tabelle 2 zeigen aber das Gegenteil: Es
gibt Eigenschaften, die nur bei einem Gebilde, wieder andere, die bei 2/3 aller
Beispiele der Kategorie vorkommen. Auf Grund dieser Erfahrung kénnen wir
die Bewertungsfunktion verfeinern. Wir betrachten die relativen Haufigkeiten
als Gewichtungsfaktoren. Bei der Definition der normierten Bewertungsfunk-
tion benutzen wir die Summe der Gewichtungsfaktoren, so bleibt das Quadrat
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Tabelle 2. Die normierte Bewertungsfunktion So(K, V') der konvexen
Vierecke mit den Abstands- und Haufigkeitsverhéltnissen.

Kriterien Bewertungsfunktionen
Gebilde
1]2|3]4|5|6|7]8|9]10]|11]12]13|14]15|16]17|18]|19]|S(K, V)|So (K, V) |1 — So (K, V)

Trapez |1|0[0|0|0|0|0|O|0jO|O|OfO|O|O|O|O|O]|O 1 & 8
symmet-

risches [1|0|1|0|0|1|0|0f1[1|0|0|O|O|L1|0|O|O]|1 7 = 2
Trapez

Drachen |0|0|1|1]|0|0|1|0|1|0|0O|O|L1]|0fO|O|O|1|O 6 < B
Parallelo- 4 1414 4 1ol ofof1|1|1]o]|1|0]0o|o]o]o|ofo]| s £ u
gramm

Rhombus |1[1|1|1|1|o|1|1|1|1|o|1|1|1|0|O|O|1|O| 13 13 S
Rechteck |1|1|1|1|o|1|of1|1|1|1|1|0ofo|1|1|0|0O|1 13 13 S
Quadrat |1|1|1|t{1|t|{1|t|{1|1|1|1|1|1|1|1]|1]|1]1 19 L 0
Sehnen-—1 16 1510|0lololofo|o|o]o]|o|o]o]o]o]o]1 1 L 18
viereck 19 19
Tangenten-| 141 1g10lolololo]o|olo]olo]ololo]1]o 1 L 20
viereck 19 19
abs.

Haufigheit | 0| 4[0[7|2]3]3|4|6] 52| 4|3 |2]3]2|1]4]|4

relative |¢lalo|s|2|3|3|al6|s|2]a|3|2|3]2|21]|a]a

Hiufigkeit |9 [9[9|9|9|9|9|9 |99 9999 9 9|9 9|9

,----Quadrat

_.~ Rhombus bzw. Rechteck
_ - Parallelogramm
- symmetrisches Trapez

- Drachen

~~ Trapez, Sehnenviereck bzw. Tangentenviereck

N .
~ Konvexe Vierecke

Diagramm 1. Die Abstandsverhdiltnisse innerhalb der Kategorie ,, Kon-
vexe Vierecke“. Diese Darstellung darf aber nicht als Venn-Diagramm
interpretiert werden. Es wurde nur festgelegt, dass ein Element durch
einen Punkt des jeweiligen Kreises reprisentiert wird, wir wissen aber
nicht, ob jeder Punkt ein Element reprisentiert. Die in dem grofleren
Kreis enthaltenen Elemente des kleineren Kreises gehoren nicht unbe-
dingt zu Klassen, die irgendwo im gréfleren Kreis liegen.
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das zentrale Element der Kategorie. Die verfeinerten Werte sind in der Ta-
belle 3 zu finden.

Tabelle 3. Gewichtungsfaktoren nach der relativen Héaufigkeit der
Erfiillung des aktuellen Kriteriums (letzte Zeile der Tabelle 2). Der
Normierungsfaktor ist die Summe der Gewichtungsfaktoren aller 19
Dimensionen. Der normierte Funktionswert So(K, V) bedeutet jetzt
das Verhiltnis zum Funktionswert beim Quadrat. Der Abstand des
Einzelelements vom Zentrum der Kategorie (Quadrat) wurde wieder
nach der Formel Abstand (K,V) =1 — So(K,V) ermittelt.
Kriterien Bewertungsfunktionen
Gebilde
1]2]3|4|5]6|7|8|9]10|11]|12]|13]14|15]|16|17|18]|19|S(K, V)|So (K, V)|1 — So(K, V)
Trapez |$|0[0|0|0|0|0|0|OjO|O|OfO|O|0O|O|O]|O]|O s S g
symmet-
risches [S|0|&|0j0|3|0|0|S{3|0|0|O0|O|3|0jOfO|3| 32 33 36
Trapez
65 3 6 3 4 27 27 42
Drachen |0|0|S|5|0|0|2|0|&|ojo|o|2]|o|o|o|0|d]|0| 2 27 42
Parallelo- [g |46 406l 5 4 40 40 29
oramm_ | S|3[8]3[0]0[0[5]8|5[0|5|0]0|0fofojojo| % 4 29
< |6]14|16|5]|2 34|65 4132 4 54 54 15
Rhombus |5|5(5(5(5|0|5|5|s5l5|0|5]5(5/0]0[|0|5]|0 5 & 59
64|65 3 416| 5 2| 4 312 4 54 54 15
Rechteck |5|5|5(5(0|5|0|5|5|ls|5!5]0(0|5]5(0|0]|% 5 & &
awanae |slssls[alslslals] s s s s s 3 s e )] 2 | o 0
Sehnen- 4 4 4 65
e |ofolofofofofofofofolofofofofofofofolg) @ & 65
Tangen- 4 4 4 65
tonviereak | 0]0]0]0 000000 00|00 0]Of0|G|0 A o 62

Wir vergleichen die Abstandsverhiltnisse (Tabelle 4): Durch die neue
Vergabe der Gewichtungsfaktoren liegen die Figuren ,, Trapez®“, Tangenten-
bzw. Sehnenviereck, die im ersten Modell gleichen Abstand hatten (vgl. Dia-
gramm 1), nun unterschiedlich weit vom Zentrum entfernt. Ein Trapez liegt
also dem Zentrum (Quadrat) néher als ein (beliebiges) Tangenten- bzw. Seh-
nenviereck, obwohl das Quadrat selber ein Tangenten- und Sehnenviereck
ist. Diese Anderung entspricht der Meinung von Lehrern, wonach es bei der
Klassifikation von konvexen Vierecken ,, weniger bedeutend* ist, einen In- bzw.
Umkreis zu besitzen, als ein paralleles Seitenpaar zu haben. Es lohnt also auch
didaktisch, durch differenziertere Gewichtungen Lehrziele zu hierarchisieren
(zwischen Fundamentums- und Additumszielen zu unterscheiden).

Die (logische) Symmetrie des Modells (gleichlange Seiten, gleichgrofie
Winkel) kann man in der Tatsache wieder erkennen, dass das Rechteck und
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das Rhombus weiterhin zusammen bleiben, obwohl man intuitiv den Ver-
wandtschaftsgrad zwischen Quadrat und Rechteck hoher als zwischen Qua-
drat und Rhombus einschétzt. Wenn ein auf die Spitze gestelltes Quadrat
im Unterricht 6fter gezeichnet wiirde, wére diese zweite Verwandtschaft auch
eine Erfahrungssache.

Tabelle 4. Anderung des Abstandes durch Modifikation der Gewich-

tungsfaktoren.
Abstand vom Zentrum bei Anderung
. . nach der relativen
gleichmafig N .
. . Héufigkeit
verteilten Gewich- ) .
verteilten Gewich-
tungsfaktoren
tungsfaktoren
Trapez 0,94 0,91 —0,03
symmetrisches Trapez 0,63 0,52 —0,11
Drachen 0,68 0,60 —0,08
Parallelogramm 0,57 0,42 —-0,15
Rhombus 0,31 0,21 -0,10
Rechteck 0,31 0,21 -0,10
Quadrat 0 0 0
Sehnenviereck 0,94 0,94 0
Tangentenviereck 0,94 0,94 0

5.2. Durch Beispiele generierte Klassen, Entstehen
der Kategorie ,,Konvexe Vierecke*

Nach dem in 2.2 beschriebenen Modell untersuchen wir, welches Viereck wel-
che Klasse generiert. Dazu legen wir ein ,, Urmuster, ein Ausgangsviereck fest und
iiberpriifen jedes konvexe Viereck als ,,Probeobjekt“ nach den dimensionalen Ei-
genschaften des Urmusters. Die Ubereinstimmung in einer Eigenschaft wird durch
1 und das Gegenteil durch 0 bewertet (zweiwertige Bewertung mittels 1 und 0 im
Sinne von , passt dazu* bzw. ,,passt nicht dazu“). Da im Modell von Ross & Makin

n

der ,,Zugehorigkeitsgrad® eines Probeobjektes durch die Formel Z(A, B) = [] p:
i=1

ermittelt wird, gehért ein Probeviereck zu der Klasse des Urmusters, wenn das
Probeobjekt jede Eigenschaft des Urmusters aufweist.
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Tabelle 5 enthiilt wegen der besseren Uberschaubarkeit nur die positive Ant-
wort (den Funktionswert 1). Die Tabelle ist nicht symmetrisch, sie ist zeilenweise
zu lesen. In einer Zeile stehen die Elemente der durch das ausgewéihlte ,alte”
Objekt generierten Klasse.

Wie der Tabelle zu entnehmen ist, kann die vollstdndige Kategorie durch
ein einziges Beispiel nicht generiert werden. Die gréfite Klasse wurde nicht durch
das zentrale Element (Quadrat), sondern durch das Trapez generiert (das vom
Zentrum relativ weit entfernt liegt).

Das Trapez, das Tangentenviereck und das Sehnenviereck gehoren nur zu ei-
ner (selbst generierten) Klasse. (Ein Objekt generiert eine solche Klasse, deren
Elemente alle dimensionalen Eigenschaften des Objekts aufweisen. Da alle an-
deren Objekte mindestens zwei Kriterien erfiillen, konnen die Objekte mit einer
einzigen dimensionalen Eigenschaft nicht dazu ,,passen®.)

Daraus folgt, dass diese drei Objekte fiir die exemplarische Identifizierung
der Kategorie unbedingt notig sind. Das Diagramm 2 veranschaulicht die kom-
plexe Struktur der Menge von konvexen Vierecken nach der obigen exemplarischen
Identifikation.

Konvexes Viereck
TANGENTEN-
. VIERECKE
Tangentenviereck
|} pracHN
| SEHNEN
Drachen VIERECKE
TRAPEZE
gl 1 } RHOMBEN
Rhombus (Quadrat) QUADRATE
_
RECHTECKE
Parallelogramm Rechteck
H——— | ]| PARALLELO-
GRAMME
symmetrisches .
Sehnenviereck SYMMET-
Trapez
Trapez RISCHE
TRAPEZE

Diagramm 2. Die komplexe Struktur der Kategorie ,, Konvexe Vierecke*
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Tabelle 5. Die exemplarisch generierten Klassen der konvexen Vier-
ecke. (Am Rand sind die Klassen, in den Zeilen rechts die ,,Generato-
ren” bezeichnet.)

Probeobjekt generierte Klasse
e
=t o}
3 £ 5|8
o8 < o | =
] | o 5| &
Elell| 28] 2] 5L
N . 9| @ Q o) S =] g
2l E|S|R|E| = Sl E| @
SlE|E| 5| 2| S| E|<S] E
Bl w|e|a|RB|e|8lal|E
Trapez, symm. Trapez,
Parallelogramm
1|1 1)1 1]1 ’
Trapez Rhombus, Rechteck,
Quadrat
symm. Trapez,
. 1 111 -
symm. Trape Rechteck, Quadrat
Drachen
Drach 1 1 1 _—
rachen Rhombus, Quadrat
v Parallelogramm
% Pi:ilzlo_ 1(1]1|1 Rhombus, Rechteck,
o & Quadrat
E; Rhombus 1 1 Rhombus, Quadrat
:f: Rechteck 111 Rechteck, Quadrat
Quadrat 1 Quadrat
Sehnenviereck,
Sehnenviereck 1 111]1 symm. Trapez,
Rechteck, Quadrat
Taneenten- Tangentenviereck,
. 8 1 1 1 1 | Drachen, Rhombus,
viereck
Quadrat

5.3. Didaktischer Prototyp — der Weg zur komplexen Struktur

Bei der Klassifikation von konvexen Vierecken kann der didaktische Prototyp
nach unterschiedlichen mathematischen Priferenzrichtungen (z.B. Eigenschaften
beziiglich Metrik oder Symmetrie) aufgebaut werden.

In der Grundschule und in der Sekundarstufe I werden die Einzelobjekte
(Quadrat, Rechteck, Trapez, Parallelogramm) aus entwicklungspsychologischen
Griinden konkret-manipulativ beziiglich Symmetrieeigenschaften untersucht und



“vasarhelyi” — 2007/2/15 — 18:12 — page 384 — #20

384 Eva Vésarhelyi

geordnet. In der Sekundarstufe II werden mehr die metrischen Eigenschaften for-
ciert.

Die kritische Frage dabei ist, ob die komplexe Struktur (die bis zur Matu-
ra aufzubauen ist) als Synthese von zwei Priiferenzrichtungen (Symmetrie- und
metrischen Eigenschaften) abgeleitet werden kann. Das rechnerische Verfahren
entspricht besser dem weiterentwickelten Differenzierungs- und Abschétzungsver-
mogen komplexer Verhiltnisse (in jiingeren Entwicklungsstadien quantifiziert man
die konkrete Einsetzungsinstanz, also absolutistisch-iibergenau). Die Zusammen-
fithrung beider Wege (der symmetrischen bzw. metrischen Priiferenzrichtung) soll-
te iiber einen geeigneten didaktischen Prototyp (potentielle) Konflikte zwischen
beiden minimieren.

Um die exemplarische Identifizierung von konvexen Vierecken mit Symmetrie-
eigenschaften beschreiben zu kénnen, betrachten wir diejenige Kriterien (Spalten
der Tabelle 1), die Symmetrieeigenschaften vorschreiben. Die anderen Spalten
werden geloscht. Die Objekte, deren Zeile nach dem Lo&schen der nicht symme-
triebezogenen Spalten leer wird, gehoren nicht zur Kategorie der symmetrischen
konvexen Vierecke, also werden sie auch geléscht. Die neue Relationentabelle und
die daraus folgende Klassenbildung sind in der Tabelle 6 dargestellt. Das Dia-
gramm 3 zeigt die so erhaltene Struktur.

DRACHEN
Drachen

*— RHOMBEN

Rhombus (Quadrat) i QUADRATE

_J :
RECHTECKE
Parallelogramm Rechteck ! PARALLELO-
. GRAMME
symmetrisches

SYMMET-

Trapez RISCHE

TRAPEZE

Diagramm 3. Die Struktur von konvexen Vierecken mit Symmetrie-
eigenschaften.
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Tabelle 6. Konvexe Vierecke mit Symmetrieeigenschaften.

Objekt | Symmetrie-Dimension Probeobjekt Klasse
=}
2 g
2 8 ¢
Q\ g | & g
[
=
o| AT = &g
Sl g |18
Q
NI 3
o| E| §|Ee| 8|52 =
E| & E|lHE|E|Ee 2 g
9] e S| 2| € = “ g
Sl 2| 2|52 5|22 3 g
55 g < = Dl o
%dié%iig %8%5@“&?
| 8| R|TD| R|R2 O Sl Sl =8| | 8
=1 =1 SR =1 R gy S| = RN e
E|E|8|E5| E|E s E| E| 5| 2| 8] 2
& E| 2|ES| g|&A A& 2| 2| &
Symm.
symm. symm. Trapez
0]0|0 1 10| O 1 111 —
Trapez Trapez Rechteck,
Quadrat
Drachen,
Drachen | O |1 0| O (O] O Drachen 1 1 1 | Rhombus,
Quadrat
E Parallelo-
wn
§ 4 § gramm,
P:L;;lilo 11olo 0 0 0 g Parallelo SEEEEE R—hombus,
ramin
g 5 g Rechteck,
Quadrat
Rhombus | 1 [ 1| 1] 0 |0] 0 Rhombus 1 1 | Rhombus,
Quadrat
Rechteck | 1| 0|0 | 1 [1] 0 Rechteck 1| 1| Bechteck,
Quadrat
Quadrat 1111 1 1 1 Quadrat 1 Quadrat

Dasselbe Verfahren wiederholen wir ausgehend von der Tabelle 1 beziiglich
der metrischen Kriterien. Die Relationentabelle und die Klassenbildung sind mit
der Tabelle 7 nachvollziehbar. Das Diagramm 4 zeigt, dass sich die Erweiterung
mit Hilfe metrischer Kriterien durch eine Ergédnzung des Diagramms 3 veran-
schaulichen ldsst. Die zusitzliche Klasse, die Klasse der ,TRAPEZE“, kommt
dadurch in die Struktur.
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Tabelle 7. Konvexe Vierecke mit metrischen Eigenschaften und die
exemplarische Klassenbildung nach metrischen Eigenschaften.

metrische Eigenschaft Urmus- gene-
Objekt Probeobjekt rierte
Seite Diagonale | Winkel ter Klasse
—
= < 8 g | &
< jon = 3 |3
] = =
a, 5] =] < =1
= =| o o) S |2 =
gl 18| 5 9|zl g
S8R < 2| = ="
2 5| n| & Al= | ez~
N\ g olgl ol 8| o AlglE g N
glEsl=8l5|2]8|elE|E 2
Tl el =T Tl 29| | g g <
=l IR = o - B N I I A = ~
S22 o TN e ST IR IO ) &
S2E oy 25285 S 2| | E
Selw 2 2a| 829 g |z
2|2 2|28 o = | E a2 P B g
=== = RS @
OSQ'B%EO%HO-SU k= %D%.&u
i I e R s I T = I P [ x5 8| 2|8|E
el =R R -1 o= 1 - =R e R e elg|=|=|E|2l5
Sloe| 2l=| @S |8 2| &~ 2 C |z =
EHEEIEEEEIEEEE SN
ElE|E| &8 w| B3 |2 &= Elza|s|z|<|C
Trapez,
symm.
Trapez,
Parallelo-
Trapez |1|0]0[0|0| 0| 0] 0]|0[|O0]O Trapez |1|1 1(1(1]1
gramm,
Rhombus,
Rechteck,
Quadrat
symmet-
symm symm risches
“|1rjoj1{ojof1j0f(0j|1|1(0 ) 1 11| Trapez,
Trapez Trapez Rechteck,
Quadrat
Drachen,
Drachen |[O|O|1|1{0| O |1 |0 |1]0|O0 Drachen 1 1 1| Rhombus,
Quadrat
Parallelo-
gramm,
lpara“e' 1l1f1]1]olo]o|1|1|1]0 lpara“e' 1[1]1]1| Rhombus,
ogramm ogramm Rechteck,
Quadrat
Rhom- tlil1lil1ilol 1l 11110 Rhom- 1 1 Rhombus,
bus bus Quadrat
Reeht-1 1yl y [ 1o 1| o] 1 ]1|1]1]]|Rechteck 1| 1| Bechtedk,
eck Quadrat
Quadrat (1|1 ({1111 |1 ]1|1]1]|1 Quadrat 1| Quadrat
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Das Vorhandensein des In- bzw. Umkreises kann man auch als metrische
Kriterien formulieren: Die Summen der Lingen gegeniiberliegender Seiten bzw.
der Groflen gegeniiberliegender Winkel sind gleich. Werden die Kriterien dadurch
erweitert, bekommen wir die Klassen ,, Tangenten- bzw. Sehnenvierecke®.

Die kategorienbedingte, komplexe Struktur von konvexen Vierecken wurde so-
mit durch mehrschrittige didaktische Prototypen gewonnen (vgl. die Diagramme
2, 3 und 4).

Konvexes Viereck

TANGENTEN-
VIERECKE

i DRACHEN
SEHNEN-
Drachen VIERECKE

Tangentenviereck

TRAPEZE

. 1} —+— RHOMBEN

Rhombus (Quadrat) QUADRATE

RECHTECKE
Parallelogramm Rechteck
H—— | % PARALLELO-
GRAMME
symmetrisches
24 Trztpebzc o Sehnenviereck SYMMET-
Trapez RISCHE
TRAPEZE

Diagramm 4. Die Struktur von konvexen Vierecken als Erweiterung
der Struktur nach Symmetrie-Eigenschaften durch metrische oder me-
trisch formulierte weitere Eigenschaften.

Die Darstellung und die Analyse der Feinstruktur des Lernstoffes erh6hen
die Durchschaubarkeit der Lernziele und erleichtern die Konstruktion von ent-
sprechenden didaktischen Prototypen. Durch komplexe Analysen der Relationen
zwischen der Menge von Begriffen und der Menge ihrer gesetzméfligen Zusam-
menhénge (wir trennen absichtlich den Begriff als Ganzen von den ihn definieren-
den Kriterien), zwischen Begriffs- und Eigenschaftsmengen, zwischen verschiede-
nen Begriindungsrelationen des Begriffsaufbaus, zwischen Begriffen und ,,entspre-
chend* operationalisierten Schiilertitigkeiten im Zusammenhang mit konkreten
Lerneinheiten sind weitere Informationen in Richtung Leistungsanalyse, Wissens-
netz und Diagnostik zu erwarten.
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