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Eine geometrische Interpretation der
Ausgleichsrechnung

ANDREAS ASPERL

Abstract. Using real examples of applied mathematics in upper secondary school one has
do deal with inaccurate measures. This will lead to over constrained systems of linear
equations. This paper shows an instructive approach which uses methods of descriptive
and computer aided geometry to get a deeper insight into the area of calculus of observa-
tions. Using a qualified interpretation one can solve problems of calculus of observations
with elementary construction techniques of descriptive geometry, independent of the
norm one uses.
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1. Motivation

In manchen Unterrichtssequenzen kann es vorkommen, dass gegebene An-
gaben eines Objekts dieses iiber bestimmen; so kann es bereits im Grundkurs
Mathematik passieren, dass beim Abmessen der Dimensionen eines Raumes ge-
wisse Mafle einander widersprechen (Abbildung 1).

Bemerkung. Zur einfacheren Ausfithrung der Zeichnung werden eher unrea-
listische Messwerte angenommen; die Schiiler sollen das Prinzip der Ausgleichs-
rechnung und damit zusammenhéngende Probleme erkennen.
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Abbildung 1

Unter der Voraussetzung, dass sdmtliche Seitenwénde des Wohnraumes nor-
mal zueinander stehen, gab es offensichtlich beim Bestimmen der , horizontalen®
Dimensionen Messungenauigkeiten, da 0,4 + 0,2 =0, 6 < 0,9 gilt. Wie sollen die
Werte fiir «, y und 2z nun tatséchlich gewdhlt werden, so dass die auftretenden
Messfehler moglichst gering sind, und was bedeutet ,, moglichst geringe Messfeh-
ler«?

Bemerkung. In der Praxis sollte man, um Beobachtungs- bzw. Messfehler
moglichst auszugleichen, Messungen mehrfach und von verschiedenen Personen
mit verschiedenen Messgerédten ausfiihren lassen.

2. Mathematische Fassung

Zur Beantwortung der offenen Fragen, fassen wir die drei gemessenen Re-
sultate vorerst mathematisch als lineares Gleichungssystem in den Variablen z
und y.

So erhalten wir mit

T = 0,2
y = 04 (1)
z +y =209
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ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem, welches nur fiir exakt gemessene
Werte losbar ist. Da keine exakten Messungen vorliegen, diirfen wir aber auch
nicht erwarten, dass die gesuchten GroBen x und y die Gleichungen (1) erfiillen.

Bezeichnen wir nun die bei den drei Messvorgéngen auftretenden Messfehler
mit 71, ro und r3 und beriicksichtigen wir diese in unserem Ansatz, so erhalten
wir das Gleichungssystem

xr - 0,2 =T
Yy — 074 T2 (2)
T +y — 09 =r3

Bemerkung. Die Gleichungen (2) werden als Fehlergleichungen, die Gréfien
als Residuen bezeichnet. [2]

Im Gleichungssystem (2) sind die zu den exakten Groéfien z und y gehorigen
Residuen 7; nicht bekannt; wir wissen nur, dass das System nicht mit r;1 = ry =
rg = 0 erfiillbar ist. Eine sinnvolle Aufgabenstellung ist es nun, zu fragen, ob es
zwei Zahlen xg und yo gibt, die eingesetzt in die Fehlergleichungen (2) Residuen
ergeben, die minimal sind. Wobei wir noch nicht festgelegt haben, was minimal
in diesem Zusammenhang bedeuten soll.

Folgende Festlegungen fiir minimale Residuen wiren denkbar (und fiithren auf
mathematisch sinnvolle Fragestellungen):

a) die Summe der Betrige der Residuen sei minimal
b) der Betrag des grofiten auftretenden Messfehlers sei minimal

¢) die Summe der Quadrate der Messfehler sei minimal.

Bemerkung. Wir verwenden jeweils nur die Betridge der Messfehler, da sonst
der Fall eintreten konnte, dass gleich grofle, entgegengesetzt orientierte Messfehler
einander aufheben.

Wir wollen mit der Fragestellung c) beginnen, da dies auf ein einfach durch-
fithrbares, und daher gebriuchliches Rechenverfahren (Methode von Gauss: Sum-
me der kleinsten Fehlerquadrate) fiihrt:

Bemerkung. Der geometrische Zugang ermoglicht uns auch die Loésung der
beiden anderen Aufgaben, deren rechnerische Durchfithrung im Allgemeinen doch
eher kompliziert ist.
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Mit den Vektoren a = (1,0,1), b = (0,1,1), ¢ = (0,2,0,4,0,9) und r =
(r1,72,73) kann das Gleichungssystem (2) in der einfacheren (vektoriellen) Form

1 0 0,2 1
Ol-z+[1]-y—|(04] =|r = a-z+b-y—c=r (3)
1 1 0,9 T3

geschrieben werden, wobei c als Konstantenvektor und r als Residuenvektor be-
zeichnet wird. Die Gleichung (3) lédsst nun eine einfache geometrische Interpreta-
tion zu:

Der Residuenvektor r kann als Differenz eines Vektors d = a-z+b-y und des
Konstantenvektors c aufgefasst werden, wobei der Vektor d als Linearkombination
der Vektoren a und b geschrieben werden kann. Machen wir die Vektoren im
Ursprung fest, so liegt der Vektor d in der von a und b aufgespannten Ebene.

In Abbildung 2 haben wir diese Situation skizziert:

Abbildung 2

Nun ist es aber geometrisch nahe liegend, diejenige Losung als optimale
Losung unseres Problems anzusehen, fiir die der Residuenvektor r minimale Lénge
hat. Die (euklidische) Linge des Vektors r ist aber genau dann minimal, wenn
der Vektor r zu der von a und b aufgespannten Ebene normal steht.

3. Erste geometrische Losung

Wir haben damit die in der Ebene gegebene Aufgabe (durch ,rdumliche Deu-
tung®) iibergefiihrt in das darstellend geometrische Problem ,, Normale aus einem
Punkt C' auf eine Ebene OAB, Durchstopunkt L einer Geraden mit einer Ebe-

“

ne-.
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Wir withlen als Zeicheneinheit 10 cm, tragen die Punkte A(1,0,1), B(0,1,1)
und C(0,2,0,4,0,9) ein (vgl. Abbildung 3), konstruieren die zu OAB normale
Gerade n und bestimmen den DurchstofSpunkt L von n mit der Ebene OAB.

A Z//
A” 1// B//
C”\r”
/\L”
d” n//
2//
y//
O// . -
7 2 —
0 B,
’ C' y
d e
N
L \. 1/
n/
A/
Y x

Abbildung 8

Aus der Zeichnung konnen wir die Lidnge des Residuenvektors r (als Maf
fiir die Giite des Fehlerausgleichs) und den gesuchten Losungsvektor d ablesen.
Auf Grund der speziellen Werte kénnen im Grundriss die Koordinaten x und y
des Vektors d beziiglich der Basisvektoren a und b (hier orthogonal und gleich
lang) abgemessen werden, womit die Losung unseres Problems mit z¢g = 0,3 und

yo = 0,5 vorliegt.
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Im Sinne der Methode der kleinsten Summe der Abstandsquadrate ist diese
Losung optimal, da die (euklidische) Linge von r = y/2? + 23 < 1 nach dem Satz
von Pythagoras und damit auch der Wert (r? + r3 + r%) minimal ist.

Abbildung 4

Wird die Aufgabe mit adiquater CAD-Software im Raum gelost (Abbildung
4), so wird die zur Ebene OAB normale Gerade n mithilfe eines geeigneten Be-
nutzerkoordinatensystems konstruiert. Da die Raumsituation dann in Echtzeit
von verschiedenen Positionen aus betrachtet werden kann, ist die Einsicht in das
zugrunde liegende Problem wesentlich leichter.

Bevor wir die beiden anderen Losungsansiitze (fiir minimale Residuen) ange-
hen, wollen wir obiges Beispiel noch rechnerisch 16sen.

4. Numerische Lésung

Ein moglicher Weg zur Berechnung der Werte xp und yo besteht darin, den
Konstruktionsgang (Schnitt einer Geraden mit einer Ebene, Messen von Koor-
dinaten beziiglich einer Basis) nachzurechnen. Ein wenig eleganter ist folgender
Ansatz:

r steht zur von a und b aufgespannten Ebene genau dann normal, wenn
gilt:

r normal a, also r - a = 0 (skalares Produkt)

r normal b, also r - b = 0 (skalares Produkt)
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Wenden wir diese Idee auf unsere Aufgabe an,

1 0 0,2 1
O=r-a=|([0]-2+|1]-y—[04]]: (4)
1 1 0,9 1
bzw.
1 0 0,2
0O=r-b= O)-z+|1)-y— {04
1 1 0,9

so erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem in den Variablen z und y:

20 +y=1,1

5

r+2y=13 5)

woraus wir mit dem Gauf’schen Eliminationsverfahren rasch die Losungen zy =
0,3 und yo = 0,5 finden.

5. Weitere Aufgaben

a) Von einer linearen Funktion y = f(xz) = ax + b kennt man drei Werte, wobei
die zu (exakten) z-Werten gemessenen Funktionswerte f(x) mit Messfehlern
behaftet sind.

Bestimme eine lineare Funktion so, dass die Summe der Fehlerquadrate
in y-Richtung minimal wird (Ausgleichsproblem bei Messreihen).

33‘0‘1‘2
2

b) In der (z,y)-Ebene sind drei Punkte P;(z;,y;) gegeben. Es soll eine Gerade
g: y = ax + b bestimmt werden, die moglichst nahe bei P; liegt. Zeichne die
Geraden g ein.

1) P1(0,5,0,5), P»(2,1,5), P5(2,5,1)
2) Pi(1,1), Py(2,2), P5(3,2)
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6. Losungsansitze fiir die Aufgaben

Mit Hilfe der Fehlergleichungen

LTIV (0

- o 1lva+|1]-b=[12]|=|re (6)
arl +b =12 = 2 1 1.6 r
&2 +b—1,6=’l"3 ’ 3

finden wir die Vektoren f = (0,1,2) (bestehend aus allen x-Werten der Angabe-
punkte), e = (1,1,1), ¢ = (2,0,1,2,1,5) (bestehend aus den y-Werten der Anga-
bepunkte) und den gesuchten minimalen Residuenvektor r.

Die graphische Durchfithrung (Zeicheneinheit 5 cm) und die rechnerische
Losung fithren beide auf die Gerade g: y = —0,2z + 1,8.

Wir haben bisher die vorhandenen Messfehler insofern korrigiert, dass die
Summe der Quadrate der auftretenden Fehler minimal wird. Nun sollen diese
Messfehler nach anderen Methoden minimiert werden.

7. Methode des kleinsten maximalen Fehlers

In unserem Beispiel wollen wir nun Werte fiir die Léngen x und y ermitteln,
so dass der grofite auftretende Messfehler minimal wird. Geometrisch interpretiert
bedeutet dies, jenen Punkt L der Ebene OAB zu finden, fiir den gilt: der Betrag
der groBiten auftretenden Koordinatendifferenz |z, —xz¢|, |y — yo| und |z — 2¢/,
muss minimal sein.

Abbildung 5
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Bemerkung. Mathematisch gesehen fiihrt uns dies auf die Fragestellung, wann
der Residuenvektor r im Sinne der Maximumnorm ||x| := max(|x1|, |z2], |z3])
minimal wird; dies wire die Ausgleichung nach Tschebyscheff.

ZII
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L 77 1
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O// yII
4 2 Lll ;
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C’ N\,
1 Lzl
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g2’/g3’ g,,94
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X/

Abbildung 6

Bevor wir die Aufgabe im Raum léserﬂberlegen wir uns die analoge Situa-
tion in der Ebene: Unter den Vektoren C'L; suchen wir jenen heraus, fiir den
die grofite auftretende Koordinatendifferenz |x;, — z¢l, |y — ye| am kleinsten
wird. Legen wir (Abbildung 5) das zugrunde liegende Koordinatensystem in den
Punkt C, so erkennen wir, dass |xr| = |yz| gelten muss. Dies ist offensichtlich
nur fiir jene Vektoren der Fall, welche die Richtungen (1,1), (—1,1), (1,—1) oder
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(=1, —1) aufweisen. Die gesuchten Punkte L auf g finden wir daher auf den durch
C verlaufenden Geraden g; und g2 mit den Richtungsvektoren (1, 1) bzw. (1, —1).

Ubertragen wir unsere Erkenntnis in den Raum, so haben wir die Ebene OAB
mit den durch C verlaufenden Geraden mit Richtungsvektoren (1,1 ﬁ) ,(1,-1,1),
(1,1,—1) und (1,—1,—1) zu schneiden und den kiirzesten Vektor C'L zu finden.
Wir wenden zur Losung (Abbildung 6) des Problems dieselben Grundkonstruk-
tionen wie in Abschnitt 3 an.

Der Schnittpunkt L;(—0,1,0,7,0,6) mit negativer z-Koordinate fillt als mog-
liche Losung aus.

Die Punkte L5(0,5,0,7,1,2) und L3(0,5,0,1,0,6) fithren auf Lésungen, bei
denen der Betrag des Maximums der Messfehler jeweils 0,3 betrigt.

Der Punkt L4(0,3,0,5,0,8) fithrt zu einem maximalen Messfehler von 0,1 und
liefert die gesuchten Losungen zo = 0,3 und yo = 0,5.

Bemerkung. Fiir Ausgleichsrechnungen der vorgestellten Art sind die Losun-
gen fiir die euklidische und die Maximumsnorm immer gleich, da die Normale n
zu Ebene OAB immer die Richtung (1,1, —1) aufweist; erst bei anderen Anwen-
dungen treten unterschiedliche Ergebnisse auf.

Auch in diesem Fall gibt die Losung (Abbildung 7) mithilfe von CAD-Software
einen besseren Einblick in die Raumsituation:

Abbildung 7
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Zur numerischen Losung der Ausgleichung nach Tschebyscheff rechnen wir
am besten den Konstruktionsgang nach:

Wir berechnen die Durchstof3punkte ILdpr Geraden, bestimmen anschlieffend
die Koordinatendifferenzen der Vektoren C'L; und wéhlen als Losung jenen Vektor
r, fiir den das Maximum dieser Differenzen am kleinsten ist. Werden die Werte
r; dieses Residuenvektors in (2) eingesetzt, so ergeben sich die gesuchten Werte
zg = 0,3 und yo = 0,5.

8. Methode der kleinsten Messfehlersumme

Wir werden nun noch Werte fiir die Ldngen = und y so ermitteln, dass die
Summe der Betriage der auftretenden Messfehler minimal wird. Wir wollen dies
wieder geometrisch interpretieren: Es gilt jenen Punkt L der Ebene OAB zu
finden, fiir den

|z, —zc| + |y —ye| + |20 — 2¢|

minimal wird.

Abbildung 8
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Wiederum betrachten wir die analoge Situation in der Ebene und suchen
jenen Vektor C'L; mit der Figenschaft

|z —2c| + lyr — yc

ist minimal.

A Z//
A” 1 7”7 B//
C”,LX” Ly// 2/
Lz”
y//
O// : -
O/ 2 —
BI ’
Ly, y
L’ 1’
L/
A/
Y x

Abbildung 9

Bei angepasstem Koordinatensystem (Abbildung 8) erkennen wir, dass z.B.
fiir den Punkt Ly der Geraden g: y = kx+d (0 < k< 1,d < 0) gilt:

|za| + |yal > [12] + 23| = [12] + [3L] = |d|.
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Fiir alle Punkte der Geraden g aus Abbildung 8 gilt daher:
|| + [ys| = |d],

d.h. der Vektor O = (0, —d) ist der gesuchte Vektor.

Betrachten wir alle anderen moglichen Lagen der Geraden g zum Koordina-
tensystem (k < 0, k > 1, d > 0), so sehen wir, dass die Losungen unter jenen
Vektoren zu suchen sind, deren Richtungen parallel zu den Koordinatenachsen
verlaufen.

Bei der Losung (Abbildung 9) dieser Aufgabe (Zeicheneinheit 10 cm) miissen
wir die Ebene OAB mit den durclﬁ) verlaufenden achsenparallelen Geraden
schneiden und den kiirzesten Vektor C'L; bestimmen (,, DurchstoSpunkt einer pro-
jizierenden Geraden mit einer Ebene — Angittern*).

9. Ein tieferer Einblick in die Materie

a) Normen und Einheitssphéren:
Vom mathematischen Standpunkt aus handelt es sich bei allen drei Lo-
sungsansitzen um das gleiche Problem, nédmlich den kiirzesten Vektor im
Sinne einer gewissen Norm zu finden.

Bemerkung. Die verwendeten Normen, die Euklidische Norm (Gauss),
die Maximumsnorm (Tschebyscheff) und die L;-Norm erfiillen alle folgende
Eigenschaften:

1) Fiir jeden Vektor v gilt: ||v]| > 0, falls ||[v||=0=v =0
2) Fiir jeden Vektor v gilt: ||a - v|| = |a| - ||V]|
3) [lx+yll < [|x] + [[y[l (Dreiecksungleichung),

was auch mit elementaren mathematischen Mitteln leicht nachvollziehbar ist.

Um ein gewisses Gefiihl fiir die drei verwendeten Normen zu erhalten
und unsere geometrischen Konstruktionen aus einem anderen Blickwinkel zu
sehen, betrachten wir die ,,Einheitsscheibe® in der Ebene

{x € R? mit |x| <1}
bzw. den ,Einheitsball“ im Raum
{x € R® mit ||x| < 1}.

Fiir die einzelnen Normen ergibt dies folgende Strukturen:
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Euklidische Norm: Maximumnorm:
AY AY
1 1
-1 1 X -1 1 X
-1 -1
Vzi+az3 <1 max(|x1], |z2]) <1 |z1| + |22] <1
im R? , Kreisscheibe® ,achsenparalleles Quadrat“ ,verdrehtes Quadrat*
im R? ,,Ball“ , Wiirfel in Standardaufstellung® ,Oktaeder*
b) Messen mittels Einheitssphiren: Eine geometrische Interpretation der Ab-

standsbestimmung zwischen zwei Punkten A und B besteht nun darin, den
Einheitskreis mit Mitte A so lange aufzublasen (zentrische Ahnlichkeit), bis
der Punkt B auf der Oberfliche (Umfang) des Einheitskreises zu liegen
kommt. Der Radius des so erhaltenen Einheitskreises ist die Lénge der ge-
suchten Strecke (im Sinne der verwendeten Metrik).

Zur Bestimmung des Abstandes eines Punktes C' von einer Ebene OAB
miissen wir also die Einheitssphére um den Mittelpunkt C so lange ,aufbla-
sen“, bis diese die Ebene in einem Punkt L beriihrt. Die Gerade CL trigt
dann den minimalen Abstand zwischen der Ebene und dem Punkt.

Bei der Verwendung der euklidischen Norm liegt der Beriihrpunkt L der
Messsphiire im (euklidischen) Normalfufipunkt; es gibt immer eine eindeutige
Losung.

Liegt die Maximumsnorm oder die L;-Norm der Messung zugrunde, so
konnen auch mehr als eine Losung auftreten:

die Einheitssphére (hier ein Wiirfel bzw. ein Oktaeder) beriihrt die Ebene
léings einer Geraden — einparametrige Schar von Losungen

die Ebene ist zu einer Seitenfliche der Einheitssphére parallel — zwei-
parametrige Schar von Losungen

Verallgemeinerung: Im Geometrieunterricht kénnen wir nur die dreidimen-
sionalen Aufgaben, also die Losung der Ausgleichsrechnung fiir drei (von-
einander abhiéngige) Messungen konstruktiv ausfithren. Allgemein kann das
Problem fiir n mit Fehlern behafteten Messungen die Ausgleichsrechnung
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durchzufiithren auf die Bestimmung des kiirzesten Abstandes zwischen einem
Punkt C und einer Hyperebene zuriickgefiithrt werden.
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