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Herrn Professor Jozsef Szabo zum 65. Geburtstag gewidmet

Abstract. In real projective geometry of triangles two problems of collinear points are
discussed. The problems differ only from the running through the vertices of a given
triangle ABC'. Resolving the problems we find two cubic curves ks and kr. Affine
specialization leads to the circumscribed Steiner ellipse about the triangle ABC and
shows us this ellipse in more general surroundings. Euclidean specialization leads to
Steiners three-cusped hypocycloid.
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In der Dreiecksgeometrie treten zahlreiche Kubiken (Kurven 3. Ordnung) auf,
die sich einem gegebenen Dreieck ABC' als Ortskurven zuordnen lassen. Beispiele
und Literaturhinweise zu diesem Themenkreis finden sich in [1, 2, 3] und [6].

Im Folgenden werden zwei Kubiken kg und kp vorgestellt, die sich beim
Studium von zwei projektivinvarianten Kollinearitdtsproblemen einstellen. Beide
Kubiken koénnen in einen Kegelschnitt k und eine Gerade zerfallen. Dabei erge-
ben sich Querverbindungen zum Satz von Pascal iiber die einem Kegelschnitt
einbeschriebenen Sechsecke. Auch wird das von kg und kp aufgespannte Kubi-
kenbiischel betrachtet. Nach affiner Spezialisierung bieten die Kubiken kg und

Copyright (© 2004 by University of Debrecen



“giering” — 2004/7/22 — 15:02 — page 50 — #2

50 Oswald Giering

kr die Moglichkeit, die einem Dreieck umbeschriebene Steiner-Ellipse! in einem
allgemeineren Zusammenhang zu sehen. Speziell am gleichseitigen Dreieck wird
ein Hiillkurvenproblem behandelt, das zur Steiner-Hypozykloide® fiihrt.

1. Ein Kollinearitatsproblem

In der reellen projektiven Ebene sei ein festes Dreieck ABC' gegeben sowie auf
jeder seiner Seiten AB, BC, C'A ein von A, B, C verschiedener Punkt: A’ € BC,
B’ € CA, C' € AB (Abbildung 1). Die Punkte A’, B’, C’" werden als Leitpunkte
bezeichnet.

Abbildung 1

Wir betrachten nun die Verbindungsgeraden PA’, PB’, PC’ eines beliebigen
Punktes P der Dreiecksebene mit den Leitpunkten A’, B’, C' sowie die (zweimal
drei) Schnittpunkte:

Sap = PAIQAB, Sec = PB/ﬁBC, Sca = PC’QCA,

Tac = PA/QAC, Tep = PCIQCB, Tpa = PB’' N BA.

1 Jakob Steiner (1796-1833), siche etwa [5], S.637.
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Dem Punktetripel (Sap, Spc, Sca) liegt die Durchlaufung A — B — C' — A des
Dreiecks ABC zugrunde, wihrend das Punktetripel (Tac, Top, Tpa) der Durch-
laufung A — C' — B — A zugeordnet ist.

Wir fragen: Fiir welche Punkte P liegen die drei Punkte Sap, Spc, Sca bzw.
TAc, TCBv TBA kollinear?

2. Das Kollinearitatsproblem in projektiver Sicht

2.1. Zur Bearbeitung des in Abschnitt 1 formulierten Problems seien die Ecken des
Dreiecks ABC' als Grundpunkte eines projektiven xgzize-Koordinatensystems
gewihlt: A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1). Die Dreiecksebene werde bei Bedarf kom-
plex erweitert. Die Koordinaten der Leitpunkte A’, B’, C’ seien:

A'(0, 1, a2), B'(60,0, B2), C'(70,71,0) mit ayazfofaryoy # 0.

Der laufende Punkt P erhalte die Koordinaten (&g,&1,&2). Dann besitzen die
(viermal drei) Geraden AB, BC, CA; A’B’, B'C’, C'A’; PA', PB', PC'"; AA’,
BB’, CC’ die Gleichungen:

AB...LCQZO, BC...{EO:O, CALC1:0 (1)

AIBI . 01162330 + Oégﬂoﬂil — 01160332 =0
B'C" ... Baryox1 + foyize — Bayimo =0 (2)

C'A" .. .ypa1m2 + y10020 — Yoa2ws =0

PA". . &(aw) — arxa) + (o1& — apéy)wo =0
PB'... & (Boxs — Bazo) + (280 — Bo2)x1 =0 (3)
PC’ .. . &(nzo — yow1) + (Y0&1 — 11&o)w2 =0

AA/...QQxl — 1T = 0
BBI e 60332 — 62330 = 0 (4)
CCI...’yle — Y0x1 = 0

Aus (1) und (3) berechnet man als Koordinaten der Punkte Sag, Spc,...,Top:
Sap(&oaz, &1a2 — &201,0), Tac(§ar,0, a1 — &),
SBc(0,£180,&00 — &ob2),  Ten(0,&17 — o1y €270), (5)

Scaléor —£17,0,%m1),  Tpa(§ofB2 — £280,£152,0).



“giering” — 2004/7/22 — 15:02 — page 52 — #4

52 Oswald Giering

Die Punkte Sap, Spc, Sca liegen genau dann kollinear, wenn gilt:

oz &ag — Say 0
0 &180 &B0 — &ofB2| =
&ov1 — &1 0 &

= fo71&061&2 + (1o — &a1)(§280 — €0B2)(§ov1 —&1v0) = 0. (6)

Entsprechend liegen die Punkte Tac, Top, Tsa genau dann kollinear, wenn gilt:

&oan 0 §oap — &1
0 £170 — S &2 =
§oB2 — &280 &160 0

= 13270808182 + (201 — E1a2) (S0 B2 — §260) (E170 — §oy1) = 0. (7)

Wihlt man (ohne Einschrinkung) den Geradenschnittpunkt AA’ N BB’ als Ein-
heitspunkt E(1,1,1) des projektiven Koordinatensystems, so folgt ay = as =
Bo = B2 = 1. Sind die Geraden AA’, BB', CC’ kopunktal in E, so folgt zusétzlich
Yo =7 =1L

Aus den Gleichungen (6) und (7) entnimmt man unter Beachtung der bishe-
rigen Entwicklungen:

SATZ 1. Die Punkte Sap, Spc, Sca bzw. die Punkte Tac, Top, Tpa sind
genau dann kollinear, wenn der laufende Punkt P auf der Kubik kg mit Gleichung
(6) bzw. auf der Kubik kr mit Gleichung (7) liegt (Abbildung 1).

Die Kubiken kg und k gehen durch die Ecken der Dreiecks ABC' sowie durch
die Leitpunkte A’, B’, C'. Man kennt somit 6 gemeinsame Punkte der Kubiken
ks und kr (ihre Schnittpunkte mit den Dreieckseiten).

Die Geraden AA’, BB’, CC’ schneiden die Kubiken kg und kr in A, B, C
jeweils zweifach und in A’, B', C" jeweils einfach. Daher sind A, B, C' (zweifach
zéhlend) und A’, B', C' (einfach zéihlend) die — nach dem Satz von Bézout — 9
gemeinsamen Punkte der Kubiken kg und kr.2

2Man zeigt leicht, dass A, B, C regulidre Punkte beider Kubiken sind. Folglich sind die Geraden
AA’, BB, CC’ gemeinsame Tagenten der Kubiken. Eine Kubik ist durch 9 unabhéhgige Punkte
bestimmt (siehe etwa [4], S.201). Die 9 gemeinsamen Punkte A, B, C (zweifach zdhlend) und
A’ B, C'" sind wegen der Kollinearitit der Punkte Sap, Sgc, Sca bzw. Tac, Tep, Tpa
jedoch nicht unabhéngig!
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Fiir asBoy1 + a182v # 0 sind die Leitpunkte A’, B’, C' nicht kollinear
(Abbildung 1). Dann gilt: In A’, B’, C' besitzt die Kubik kg jeweils die Tangente
A'C', B'A’, C'B’ und die Kubik kg jeweils die Tangente A’B’, B'C’, C' A3

Fiir asfoy1 + 18270 = 0 sind die Leitpunkte A’, B', C' kollinear (Abbil-
dung 2). Dann stimmen die Kubiken kg und kg iiberein und zerfallen in die
Leitpunktgerade A’ B'C’ mit der Gleichung

a1 oo + aefBox1 — a1 Bora = 0 (8)
und den Kegelschnitt k mit der Gleichung
Bavoxox1 — Boyox122 + Boyizaze = 0. 9)

Die den Kubiken kg und kr zugeordneten Punktetripel (Sap,Sgc,Sca) und
(Tac,Tep, Tpa) sind dann kollinear.

Zerfallen die Kubiken kg und kr in die Leitpunktgerade A’B’C’ und den Ke-
gelschnitt k& und lduft der Punkt P auf der Leitpunktgeraden A’B’C’, dann sind
die Punkte Sap, Spc, Sca sowie die Punkte Tsac, Top, Tpa trivialerweise kol-
linear. Abbildung 2 zeigt P als laufenden Punkt des Kegelschnitts k£ und die drei
jeweils kollinearen Punktetripel (A’, B',C"), (Sap, Spc,Sca), (Tac,Tep, Tpa).

Abbildung 2

3Damit kennt man in algebraischer Zahlung von jeder Kubiken kg und k7 12 Punkte.
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Der Kegelschnitt k£ besitzt die Eigenschaften:
(1) k geht durch die Ecken des Dreiecks ABC.

(2) k besitzt in A die Tangente AA’, in B die Tangente BB’ und in C die Tangente
CC’. Damit ist das Dreieck ABC' dem Kegelschnitt k derart einbeschrieben,
dass die Schnittpunkte A’, B’, C' der Tangenten von k in A, B, C mit den
jeweiligen Gegenseiten BC, C A, AB kollinear liegen. Es zeigt sich also der
folgende Spezialfall des Satzes von Pascal iiber ein dem Kegelschnitt k ein-
beschriebenes Sechseck: Das Sechseck ist entartet in das Dreieck ABC und
die Kegelschnittangenten in A, B, C. Die Gegenseite von AB, BC, C'A ist
jeweils die Tangente von k in C, A, B.

(3) k schneidet die Leitpunktgerade A’ B'C” stets konjugiert komplex.
(4) Die Leitpunktgerade A’ B’C" besitzt beziiglich k den Pol(2as 5y, 21 B2, —v232).

BEMERKUNG. Der Kegelschnitt &, der in den Punkten A, B, C die Tangen-
ten AA’, BB’', CC’ besitzt, ist durch die 6 Elemente A, B, C, AA’, BB', CC’
iiberbestimmt. Man kann daher die folgende Schlieffungsaussage formulieren: Sind
A’ € BC, B' € CA, C' € AB drei (von A, B, C verschiedene) kollineare Punkte
und ist k& der Umkegelschintt des Dreiecks ABC, der in A die Tangente AA" und
in B die Tangente BB’ besitzt, dann besitzt k in C' die Tangente CC"’.

2.2. Fillt (entgegen unserer Voraussetzung) einer der Leitpunkte A’, B’, C’ in
eine Ecke des Dreiecks ABC, so zerfallen die Kubiken kg und kg ebenfalls (siehe
(6) und (7)).

Fir A = C (aq =0, ag = 1) sowie fir B" = A (62 = 0, fp = 1) und
C' =B (v =0, y1 = 1) zerfillt kg in eine Dreieckseite (AC, BA, bzw. CB)
und einen Kegelschnitt k&*; die Kubik kp zerfillt in drei Geraden (fir A’ = C' in
AC, CC', BB, fir B = Ain BA, AA’, CC’ und fiir C’ = B in CB, BB’, AA").
Abbildung 3 zeigt den Fall B’ = A. Fiir B’ = A geht der Kegelschnitt £* durch
die Punkte A, A’, C und besitzt in A’ die Tangente A’C’, in C die Tangente CC’;
k* ist dadurch bestimmt.

Fir A =B (a1 =1, ap =0) sowie fir B =C (6 =0, fo=1)und C' = A
(v =1, 11 = 0) zerfillt die Kubik kg in drei Geraden (fir A’ = B in AB, BB/,
CC’ fir B'=C in BC, CC’, AA’ und fir ¢’ = Ain CA, AA’, BB’); die Kubik
kr zerfillt jeweils in eine Dreieckseite und einen Kegelschnitt.

Das Studium weiterer Zerfallsmoglichkeiten, die sich einstellen, wenn Leit-
punkte mit Dreiecksecken inzidieren, iiberlassen wir dem Leser.



“giering” — 2004/7/22 — 15:02 — page b5 — #T7

Ein ungewohnlicher Weg zu Jakob Steiners Umellipse eines Dreiecks 55

Abbildung 3

2.3. Das von den Kubiken kg und kr aufgespannte Kubikenbiischel wird unter
Verwendung der projektiven Biischelparameter A, p beschrieben durch die Glei-
chung;:

(A2 Bov1 + pai Bayo)éoéiéa +
+ (A= p)(&raz — &201)(&260 — &of2)(&ov1 — &170) = 0. (10)

Aus (10) folgt unmittelbar:

SATZ 2. Die Biischelkubik (10) zerféllt
fiir A — p # 0 und Aae Bpy1 + paBayo = 0 in die Geraden AA’, BB, CC’ und
fiir A — = 0 und a2 Byy1 + 18270 # 0 in die Dreieckseiten AB, BC, C'A.

Fiir asBpy1 + a1 0279 = 0 stimmen die Kubiken kg und kr nach Satz 1 iiberein
und zerfallen in die Leitpunktgerade A’B’C" und den Kegelschnitt k.

BEMERKUNG. Die Geraden & = Ay des Geradenbiischels mit Zentrum C
schneiden die Kubik kg in C und in zwei weiteren Punkten, deren Koordinaten
durch & = Ay und eine quadratische Gleichung fiir & : & bestimmt sind, die
sich einstellt, wenn man & = A\ in (6) einsetzt. Ist F()\) die Losung dieser
Gleichung, dann stellt & = Ao, & = F(\)& eine Parameterdarstellung von kg
mit Parameter \ dar. Entsprechendes gilt fiir k.
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3. Das Kollinearitétsproblem in affiner und euklidischer Sicht

3.1. Wird in der projektiven Ebene des Dreiecks ABC' eine Gerade als Ferngerade
ausgezeichnet, dann besitzen die Kubiken kg, k7 eine oder drei Asymptoten, je
nachdem die Ferngerade die Kubik in einem oder in drei verschiedenen reellen
Punkten schneidet. Ist die Ferngerade Ferntangente oder Fernwendetangente der
Kubik, dann fallen zwei bzw. drei reelle Schnittpunkte zusammen.

Ein interessanter affiner Sonderfall stellt sich ein, wenn alle drei Leitpunkte
A’, B, C" Fernpunkte sind. Dann gilt: AB||CC’, BC||AA’, CA||BB’. In diesem
Fall stimmen die Kubiken kg und kr nach Satz 1 iiberein und zerfallen in die
Leitpunktgerade A’B’C’ und einen Kegelschnitt k. Der Kegelschnitt k ist in die-
ser Interpretation notwendig eine Ellipse, da die Leitpunktgerade A’B’C’ nach
Abschnitt 2 den Kegelschnitt k stets konjugiert komplex schneidet. Daraus folgt
(Abbildung 4):

SATz 3. Sind in Satz 1 die Leitpunkte A’, B', C' eines Dreiecks ABC' kolli-
near und wird die Leitpunktgerade A’ B’C" als Ferngerade interpretiert, dann ist
der Kegelschnitt k die dem Dreieck ABC umbeschriebene Steiner—Ellipse (jene
dem Dreieck ABC' umbeschriebene Ellipse, deren Tangenten in den Ecken zu den
Gegenseiten parallel sind).

Abbildung 4



“giering” — 2004/7/22 — 15:02 — page 57 — #9

Ein ungewohnlicher Weg zu Jakob Steiners Umellipse eines Dreiecks 57

Ist nur einer oder sind nur zwei der Leitpunkte A’, B’, ¢’ Fernpunkte, dann
148t sich Abbildung 2 ebenfalls in leicht durchschaubarer Weise affingeometrisch
interpretieren.

3.2. Die folgenden Abbildungen 5 bis 8 zeigen die Kubiken kg und kp in einem
kartesischen xy-Koordinatensystem, in dem die Ecken des Dreiecks ABC' die Ko-
ordinaten besitzen: A(a,0), B(b,0), C(0,c). Der laufende Punkt P erhalte nun
die Koordinaten (£, 7). Die Koordinaten der Leitpunkte A’, B’, C’ seien

A'([1 = alb,ac), B'([1 - Bla, Bc), C'([1 —~]a + ~b,0)

mit afy #0,a#1, #1, v#1. (11)

Als Kollinearitafsbedingung fiir die Punkte Sap, Spc, Sca und damit als Glei-
chung der Kubik kg erhélt man nach einfacher Umformung:

[1—albn — acg 0 n—ac
[1—Blb(ct +an—ac)  Beg—([1—Bla—b)n—pbe  c&+bn—c([1—Pla+Bb)| = 0.  (12)
a{cf+(1—7lat+yb)(n—c)} v(a—b)n c€+an—c([1=v]a+~b)

Also Kollinearitatsbedingung fiir die Punkte Tac, To s, Tra und damit als Glei-
chung der Kubik kp folgt entsprechend:

[1 - Blan — Beg 0 n— Be
[1—a]a(cE+bn—be) acé—([1—ajb—a)n—aac  cé+an—c([l—ajb+aa)| = 0. (13)
b{cg+([1—la+b)(n—c)} [1=1(b—a)n c§+bn—c([1—7]a+~b)

Abbildung 5 zeigt die Kubiken kg und k7 zum Dreieck ABC (a
¢ = 6) mit den nicht kollinearen Leitpunkten A’, B’, C' (a = %, 8 =
und den nicht kopunktalen Geraden AA’, BB', CC".

|
w
(=
|
©

Wl

v =13)
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Abbildung 5

Abbildung 6
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Abbildung 6 zeigt die Kubiken ks und kp zum Dreieck ABC (a = 3, b =
9, ¢ = 7) mit den Seitenmitten als Leitpunkten A’, B’, C’ (affingeometrisches
Beispiel). Die Geraden AA’, BB’, CC’ sind die — im Schwerpunkt S kopunktalen
— Schwerlinien des Dreiecks ABC.

Abbildung 7 zeigt die Kubiken kg und k7 zum Dreieck ABC (a =3, b =9,
¢ = 6) mit den HohenfuBpunkten als Leitpunkten A’, B/, C’ (euklidischgeometri-
sches Beispiel). Die Geraden AA’, BB’, CC’ sind die — im Hohenschnittpunkt H
kopunktalen — Hohen des Dreiecks ABC'.

Abbildung 7
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Abbildung 8 zeigt die Kubiken kg und kp fiir ein gleichseitiges Dreieck ABC
mit den Hohenfulpunkten als Leitpunkten.

]
]
I
[}
I
1
Abbildung 8

4. Ausblick auf differentialgeometrische Fragen

Durchléduft ein Punkt P eine der Kubiken kg, kr oder bei deren Zerfall einen
der Kegelschnitte k oder k*, dann durchlduft jede der Geraden SapSpcSca,
TacTcpTpa eine Geradenschar, die jeweils zur Bestimmung ihrer Hillkurve
einlddt. Wir bestimmen diese Hiillkurven in dem besonders einfachen Fall ei-
nes gleichseitigen Dreiecks ABC, in dem die Fernpunkte der Dreieckseiten als
Leitpunkte A’ € BC, B’ € CA, C' € AB gewihlt werden. Dann stimmen die
Kubiken kg, k7 nach Abschnitt 2.1 iiberein und zerfallen in die Leitpunktgerade
(Ferngerade) und den Umkreis des Dreiecks ABC.

Abbildung 9 zeigt fiir einen beliebigen Umkreispunkt P die Geraden SapSpcSca
und TacTecpTBa, die ersichtlich einen Winkel von 60° einschlieen. Abbildung 9
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G
er\ade SRBSBESCA \

Abbildung 9

zeigt auBerdem die Wallace—Gerade* desselben Umkreispunktes P zum Dreieck
ABC. Dreht man die Wallace-Gerade um P im Uhrzeigersinn (Gegenzeigersinn)
durch ¢ = 30°, so ist ihre Drehlage parallel zur Geraden TacTcpTpa (bzw.

4411t man von einem Punkt P des Umkreises eines Dreiecks AC' die Lote auf die Dreieckseiten,
so liegen die LotfuBSpunkte kollinear, auf der Wallace-Geraden von P zum Dreieck ABC'.
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zu SapSpcSca). Die Wallace-Gerade von P schneidet daher jede der Geraden
TacTeTpa und SapSpceSca unter 30°.

Abbildung 10 zeigt die Hillkurven der Geraden SapSpcSca und TacTopTpa,
wenn der Punkt P(£,n) den Umkreis des gleichseitigen Dreiecks ABC mit den
Ecken A(—b,0), B(b,0), C(0,bv/3) durchliuft. Der Umkreis des Dreiecks ABC
besitzt den Mittelpunkt M (0,2+/3) und den Radius MP = 2/3.

Gerade SABSBCSU\ \ Gerade TAC

TeaTaa

Abbildung 10
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Wiéhlt man den Winkel ¢ des Radius M P gegen die positive xz-Achse als
Parameter, so lautet die Darstellung des Umkreises

2

und die Punkte Sap und Sc 4 erhalten die Koordinaten®

San (g[l + 2sinp + 2\/§cos<p],0) ,
(15)

2
Sca (é)[sin@— 1], g\/g[l —|—231n<p]) :

Legt man durch die Translation x =z, y = ¢y + %\/g den Koordinatenursprung
in den Umkreismittelpunkt M, dann erhélt die Gerade SapSpcSca im Zy-
Koordinatensystem die Gleichung:

2b
(1+2sinp)Z + (V3 +2cosp)j = ) (2singp+ V/3sin 2 — cos 2¢) =: Q(p). (16)
Aus (16) und der nach ¢ differenzierten Gleichung (16):

2b
CoS YT — sin gy = E(COSQO + V3 cos 2¢ + sin 2¢) =: A(p) (17)

berechnet man als Parameterdarstellung der Hiillkurve der Geraden SapSpcSca:
Q) sing + A(p) (V3 4 2 cos )
2+ sinp + V3 cos @

Q(p)cosp — A(p)(1 + 2sinp)
2 +sinp + v/3cosp

Die Dreieckseiten AB, BC, C'A sind spezielle Geraden SapSpcSca. Aus den
Gleichungen (18) folgt:

&I
Il

(18)

g:

AB beriihrt die Hiillkurve (18) in B (fﬁr o= —30° = —%) :
BC beriihrt die Hiillkurve (18) in C (fiir o =90° = %) und
CA beriihrt die Hiillkurve (18) in A (fiir p=210°=m+ %) .

5Wir beschrinken uns im Folgenden auf die Formeln zur Hiillkurve der Geraden SapSpcSca-
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Das Dreieck ABC' ist also der Hiillkurve (18) derart einbeschrieben, da AB in
B, BC in C und CA in A die Hiillkurve beriihren.

Wendet man auf (18) die Parametertransformation ¢ = tan £ an, so stellt
sich fiir die Hiillkurve (18) — nach Kiirzung mit dem Faktor (¢t+ [24 /3] )2 —die

gebrochen rationale Parameterdarstellung 4. Ordnung ein:

26 (5-3V3)t* +22 - VB)t(* =3t + 1)+ (V3 -1

T

3 (2 —V3)(t2 +1)2 1)
20 2= V3 + 28 +2(4VB = T)t + (V3 - 2)
Y73 (2—V3)(t2 + 1)2 '

Zusammenfassend gilt:

SATZ 4. Durchlduft ein Punkt P den Umkreis eines gleichseitigen Dreiecks
ABC' und sind die Leitpunkte A’ € BC, B’ € CA, C' € AB die Ferpunkte der
Dreieckseiten, so ist die Hiillkurve der Geraden SapSpcSca (wie die Hiillkurve
der Wallace-Geraden, siehe [5], S.856) eine geschlossene, 3-spitzige, dreiachsig
symmetrische rationale Kurve 4. Ordnung (eine Steiner-Hypozykloide, siehe [7],
S.1756F; 8], S.68; [9], S.142).

Der Konstruktion der Geraden SapSgpcSca und TacTc T A entnimmt man
unmittelbar: Durch Spiegelung einer Geraden SapSpcSca an AM, BM oder
CM entsteht eine Gerade TacTcpT B4 und umgekehrt. Daraus folgt:

SATZ 5. Die Hiillkurven der Geraden SapSpcSca und der Geraden
TacTepTpa liegen zueinander symmetrisch beziiglich der Hohen des Dreiecks
ABC (Abbildung 10).

5. Weiterer Ausblick

Das in den Abschnitten 1.—4. vorgestellte Thema ist weiter ausbaufihig. Wir
nennen dafiir drei Beispiele.

(1) Eine eingehende Untersuchung der Hiillkurven der Geraden SspSpcSca und
TacTepTra (nicht nur beim gleichseitigen Dreieck mit Fernleitpunkten) auf
ihre Gestalt und ihre gegenseitige Lage diirfte reizvoll sein.

(2) In Abbildung 2 ist die Bahn des Geradenschnittpunkts SapSpcSca N
TacTcpTra von Interesse, wenn der Punkt P den Kegelschnitt & durchlauft.
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(3) Man kann der Frage nachgehen, fiir welche Punkte P der Dreiecksebene die
sechs Punkte Sap, Spc, Sca, Tac, Tep, Tra auf einem Kegelschnitt liegen.
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