
1/2 (2003), 235�245
Un point d'heuristique important etmal onnu: la partiularisationAndré AntibiRésumé. Cet artile est onsaré à la présentation d'un point d'heuristique d'une grandeimportane et sur lequel on insiste très peu dans notre enseignement. C'est don uneause fréquente d'éhe pour de nombreux élèves. Il s'agit du proédé onsistant à par-tiulariser lorsqu'on dispose d'une hypothèse dont l'énoné ommene par � quel quesoit. . . �. Plusieurs exemples dans divers domaines des mathématiques sont proposés.Abstrat. This artile is devoted to the presentation of a point of heuristis of a greatimportane, and on whih we do not lay muh emphasis in our teahing. Then, it is afrequent ause of failure for many pupils. It onerns the followings proess : to parti-ularize when we dispose of an hypothesis that begins �For any. . .�. Several examples invarious domains of mathematis are proposed.Key words and phrases: heuristique-méthodes de résolution de problèmes, quanti�ateuruniversel, partiularisation.ZDM Subjet Classi�ation: B50, C30, C70.1. IntrodutionDe nombreux travaux ont été onsarés à l'heuristique et à son r�le dansles phénomènes de didatique. Le point partiulier présenté dans et artile mesemble être d'une très grande importane ; à mon avis on y insiste vraiment trèspeu dans notre enseignement.J'ai pu onstater e point lors de très nombreuses interrogations érites, etsurtout orales, que j'ai fait passer à des étudiants. Les interrogations orales, plusCopyright © 2003 by University of Debreen



236 André Antibide 10.000, ont essentiellement eu lieu en lasses préparatoires Grandes Eoles, etlors des épreuves orales du onours d'entrée dans les ENSI (Eoles NationalesSupérieures d'Ingénieurs).Très souvent, les élèves, même lorsqu'ils ont un bon niveau, sont bloqués dansune démonstration ar ils ne pensent pas à utiliser le onseil heuristique suivant :� lorsque parmi les hypothèses, l'énoné d'une propriété ommenepar �quel que soit. . .�, il est souvent utile de partiulariser �. (P)Cei va être préisé dans la suite de et artile, et sera illustré par plusieursexemples, onernant des propriétés mathématiques très lassiques enseignées àl'université. L'utilité de e point apparait également, bien sûr, dans de nombreuxexeries. 2. Un premier exempleConsidérons la propriété très lassique sur les suites de nombre réels :Si les suites (Un) et (Vn) sont équivalentes, alors les nombres Un et Vn sontde même signe à partir d'un ertain rang.Rappelons que deux suites (Un) et (Vn) sont dites équivalents si lim Un

Vn

= 1,'est à dire si :
∀ǫ > 0 ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, 1 − ǫ ≤

Un

Vn

≤ 1 + ǫ. (h)Cei signi�e que, dans tout intervale deentre 1 et de rayon ǫ, on peut trouvertous les termes Un

Vn

à partir d'un ertainrang n0. Figure 1.
1

1 − ǫ 1 + ǫOn veut démontrer que Un et Vn sont de même signe à partir d'un ertainrang, 'est à dire que Un

Vn

est stritement positif à partir d'un ertain rang (ii, leshypothèses font intervenir les quotients Un

Vn

; il est don naturel de arateriser laonlusion par Un

Vn

> 0 à partir d'un ertain rang).L'énoné de la proprtiété (h) ommene par ∀. Il onvient alors de penser aupoint d'heuristique (P) : ii, on peut hoisir ǫ omme on veut.On a alors à resoudre le problème suivant : omment partiulariser judiieu-sement ǫ.



Un point d'heuristique important et mal onnu: la partiularisation 237La réponse est simple : il su�t de hoisir un nombre ǫ stritement inférieurà 1. En e�et, si on désigne par n0 un entierassoié à un tel nombre ǫ on a :
∀n ≥ n0,

Un

Vn

≥ 1 − ǫ > 0.

Figure 2.
0 1

1 − ǫ 1 + ǫRemarque : Très souvent, ette démonstration est présentée sans ommentaireheuristique, en hoissisant diretement ǫ = 1
2 . En proédant ainsi, on perd uneoasion d'expliquer omment on a eu l'idée de trouver une telle valeur de ǫ.L'élève qui apprend par oeur la démonstration peut même penser que 'est laseule valeur qui lui permet de � s'en sortir. . . �.3. D'autres exemples en analyseDes situations du type préédent sont nombreuses en analyse. En e�et,l'énoné d'une dé�nition de limite ou de ontinuité ommene toujours par �quel que soit. . . �. Il onvient don de penser au point d'heuristique (P) i-dessushaque fois que, parmi les hypothèses, �gure une propriété de limite ou de onti-nuité. En voii des exemples très lassiques.3.1. Règle des équivalents pour les séries à termes positifsEtant donné deux séries à termes positifs ΣUn et ΣVn. Si (Un) ∼ (Vn), alorselles sont de même nature.L'hypothèse (Un) ∼ (Vn) s'érit :

∀ǫ > 0 ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n01 − ǫ ≤
Un

Vn

≤ 1 + ǫ

1 − ǫ ≤
Un

Vn

≤ 1 + ǫ ⇐⇒

(1 − ǫ)Vn ≤ Un ≤ (1 + ǫ)Vnar les Vn sont positifs.Il est normal de penser alors au ritère de omparaison pour les séries à termespositifs. Pour ela, il faut que les termes (1− ǫ)Vn soient positifs, 'est à dire que
1 − ǫ > 0. On hosit alors ǫ < 1 (par example ǫ = 1

2 ) et on termine aisément ladémonstration.



238 André Antibi3.2. Règle de Cauhy pour les séries à termes positifsSoit ΣUn une série à termes positifs. Si (Un)
1

n admet une limite et si ettelimite est stritement infériure à 1, alors ΣUn onverge.Notons l = lim Un

1

n ; l'hypothèse lim(Un)
1

n = l s'érit :
∀ǫ > 0, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, l − ǫ ≤ Un

1

n ≤ l + ǫ.Don, pour n ≥ n0, Un ≤ (l + ǫ)n. Il su�t de hoisir ǫ de sorte que l + ǫ soitstritement inférieur à 1. On onlut alors d'après le théorème de omparaisondes séries à termes positifs.Remarque : le as l > 1 se démontre de façon analogue.3.3. Fontion d'integrale nulleSi f est ontinue et positive sur [a, b], et si ∫ b

a
f(x)dx = 0. Alors, f ≡ 0 sur

[a, b].
On raisonne par l'absurde. Si f nonidentiquement nulle sur [a, b], il existe-rait x0 tel que f(x0) > 0. f ontinueen x0.

Figure 3.
a x0 − η x0 x0 + η b

f(x0) − ǫ

f(x0)f(x0) + ǫ

rDon
∀ǫ > 0 ∃η > 0 tel que : ∀x ∈ [x0 − η, x0 + η], f(x0) − ǫ ≤ f(x) ≤ f(x0) + ǫ.On hosisit ǫ de sorte que f(x0) − ǫ > 0 (par exemple ǫ = f(x0)

2 ). On arrive alorsaisément à une ontradition en utilisant la relation de Chasles.3.4. Constrution d'une suite en posant ǫ = 1

nCette situation est lassique en topologie. En voii deux exemples.3.4.1. Point adhèrent à un ensembleSi x est adhérent à A, alors il existe une suite (xn) de points de A telle que
x = limxn.



Un point d'heuristique important et mal onnu: la partiularisation 239Par hypothèse ∀ǫ > 0 B(x, ǫ) ∩A 6= ∅, en notant B(x, ǫ) la boule de entre xet de rayon ǫ. On hoisit ǫ = 1
n
. On note alors xn un élément de B(x, 1

n
) ∩ A. Ilest alors immédiat que x = limxn.3.4.2. Théorème de la projetionSoit A un sous-ensemble onvexe omplet de E préhilbertien. Alors tout x de

E admet une projetion unique sur A.Posons δ = d(x, A) 'est à dire δ = infa∈A d(x, a). Don, ∀ǫ > 0, δ + ǫ n'estpas un minorant de l'ensembles des nombres d(x, a). Don, ∀ǫ > 0 ∃aǫ ∈ A :

δ + ǫ > d(x, aǫ). On hoisit alors ǫ = 1
n
pour onstruire une suite d'éléments de A,et on poursuit la démonstration.4. Des exemples en algèbre4.1. Orthogonal d'un espae eulidienSoit a un élément d'un espae eulidien E. [∀x ∈ E, x | a = 0] =⇒ a = 0.L'hypothèse � ∀x ∈ E, x | a = 0 � ommene par � ∀ �. On pense don àpartiulariser. On peut alors se demander s'il y a des éléments partiuliers dans E.A e stade de la démonstration, il y a deux éléments partiuliers immédiats : 0et a. On peut les � essayer suessivement �.� Si on hoisit x = 0, on obtient 0 = 0 ; don e hoix ne donne rien d'inté-ressant.� Si on hoisit x = a, on obtient ‖a‖ = 0, 'est à dire a = 0. Ce hoix permetdon de onlure.Remarque. Cette manière de proéder semble laisser peu de plae à l'intuition.Elle est pourtant très e�ae, surtout dans le as où la onlusion à démontrernéessite plusieurs étapes après le hoix. On a alors du mal à prévoir toutes lesétapes suessives et à justi�er tel ou tel hoix. La démonstration du théorème deRiesz dans un espae de Hilbert illustre ette situation. (Voir i-dessous.)



240 André Antibi4.2. Uniité de l'élément neutreUne loi de omposition interne admet au plus un élément neutre.Notons e et e′ deux éléments neutres, et démontrons que e = e′. Par hypo-thèse, on a, en notant E l'ensemble, et ∗ la loi :
∀x ∈ E x ∗ e = e ∗ x = x (1)
∀x ∈ E x ∗ e′ = e′ ∗ x = x. (2)On est en présene de deux hypothèses qui ommenent par � ∀ �. On pense donà partiulariser. A e stade de la démonstration, il y a deux éléments partiuliersimmédiats : e et e′. On les essaye suessivement dans 1 et 2.Dans 1 le hoix x = e donne e = e = e, don rien d'intéressant.Le hoix x = e′ donne e′ ∗ e = e ∗ e′ = e′.De même, dans 2 le hoix x = e donne

e ∗ e′ = e′ ∗ e = e.On en déduit immédiatement que e = e′.4.3. Lien entre injetivité d'une appliation linéaire et noyauSoit f une appliation linéaire de E dans F . Alors :
f injetive ⇐⇒ Ker f = {0}.La démonstration de ette propriété est simple ; mais ii aussi, on peut utiliserle point d'heuristique (P). En e�et.Supposons f injetive 'est à dire :

∀(x, y) ∈ E × E, f(x) = f(y) =⇒ x = y (h)et démontrons que Ker f ⊂ {0} (l'autre inlusion {0} ⊂ Ker f est immédiate).Soit a ∈ Ker f , 'est à dire tel que f(a) = 0. Il s'agit de démontrer que a = 0.L'hypothèse (h) ommene par � ∀ � : on peut don partiulariser. A e stade dela démonstration, il n'y a que deux éléments remarquables dans E : 0 et a. Ilsu�t d'utiliser l'hypothèse h dans le as partiulier x = a et y = 0 pour onlure.Pour démontrer l'autre impliation on peut également utiliser le point d'heu-ristique (P).



Un point d'heuristique important et mal onnu: la partiularisation 2415. Démonstration du théorème de Rieszdans un espae de HilbertRappelons d'abord l'énoné de e théorème :Soit H un espae de Hilbert sur K = R ou C et soit H ′ son dual topologique,'est à dire l'espae vetoriel des appliations linéaires et ontinues de H dans K.Pour haque a de H on note fa l'appliation de H dans K dé�nie par fa(x) = x/a.Alors fa ∈ H ′ et l'appliation f de H dans H ′ dé�nie par f(a) = fa est bijetive.Le seul point qui nous préoupe ii est la démonstration de la bijetivitéde f (on sait que, en plus, f onserve la norme et véri�e : f(x + y) = f(x) + f(y)et f(λx) = λ̄f(x)).Démonstration de la bijetivité de f .Soit u ∈ H ′. Il s'agit de démontrer qu'il existe un élément unique a de H telque f(a) = u. Utilisons la méthode par analyse-synthèse. Il s'agit, rappelons-le,d'essayer de � mettre la main � sur le seul a possible par impliations suessives.Nous allons proposer une telle solution en essayant de préiser pourquoi il estassez naturel de penser aux diverses impliations qui interviennent.On a d'abord, pour tout a de H :
(f(a) = u)
︸ ︷︷ ︸

P1

=⇒ fa = u
︸ ︷︷ ︸

P2

=⇒ ∀x ∈ H, x/a = u(x)
︸ ︷︷ ︸

P3Ces deux premières impliations sont en réalité des équivalenes : on ne fait qu'uti-liser les dé�nitions de f , de fa et de l'égalité de deux appliations.L'étape suivante mérite peut-être d'être introduite ave un peu plus de soin :omment obtenir des renseignements sur a à partir de la propriété P3 ?L'énoné de la propriété P3 ommene par � ∀ x ∈ H �. On doit don, a priori,avoir présent à l'esprit que l'on peut partiulariser x omme bon nous semble.Dans le as qui nous intéresse, omment partiulariser x pour pouvoir obtenirdes renseignements sur a ? On va voir qu'ii on a vraiment peu de manières pos-sibles de partiulariser x (sans même se préouper de savoir si on obtient quelquehose d'intéressant sur a). En e�et, la propriété P3 fait intervenir un espae deHilbert H absolument quelonque, et don ne ontenant a priori auun élémentpartiulier autre que 0, et une appliation linéaire u de H dans K. On voit immé-diatement que, si on donne à x la valeur partiuliere 0, on obtient : 0 = 0, donune telle partiularisation ne donne rien d'intéressant. La question qui se pose



242 André Antibialors est de savoir s'il existe d'autre éléments remarquables de H , sahant que,dans le problème qui nous intéresse, il est question d'une appliation linéaire ude H dans K. A e stade de la ré�exion, je onsidère qu'il est normal de penseraux éléments x qui appartiennent au noyau de u, 'est à dire dont l'image par uest égale à l'élément partiulier 0 de K.Nous avons ru bon d'analyser et de détailler ainsi ette étape qui, en dé�ni-tive, est naturelle, ar on va le voir, les autres impliations onduisant à l'uniqueélément a que l'on herhe seront enore plus naturelles. Plus préisément, on a,pour tout a de H :
∀x ∈ H, x/a = u(x)
︸ ︷︷ ︸

P3

=⇒ ∀x ∈ Keru, x/a = 0)
︸ ︷︷ ︸

P4Il est alors normal, puisque l'on herhe des renseignements sur a, de dire que,d'après P4, a appartient à l'orthogonal du sous espae vetoriel Keru, que nousnoterons (Keru)⊥.On voit don apparaître Keru. De quels renseignements dispose-t-on sur lenoyau d'une forme linéaire ontinue ? Le as où u est identiquement nulle setraite aisément : le seul élément a possible est l'élément a=0 et on véri�e que l'ona bien f0 = 0. Si u n'est pas identiquement nulle, on sait alors que Keru est unhyperplan. Comme de plus u est ontinue, et hyperplan, image réiproque par
u du fermé {0}, est fermé. Keru étant un hyperplan, tous ses supplémentairessont des droites vetorielles. Or (Keru)⊥ en est un. En e�et, dans l'espae deHilbert H , puisque Keru est un sous-espae vetoriel fermé, on a :

H = Keru ⊕ (Keru)⊥.En dé�nitive a appartient à la droite vetorielle (Keru)⊥. Don, pour détermi-ner a, il su�t d'avoir sa omposante dans une base quelonque de (Keru)⊥. Soit
{b} une base de (Keru)⊥ ('est à dire que b est un veteur non nul), a est de laforme λb. On est don ramené à déterminer l'unique valeur possible du réel λ telque :

∀x ∈ H, x/λb = u(x)'est à dire : ∀x ∈ H , λ(x/b) = u(x).Cette propriété ommene par � ∀ � : on va de nouveau utiliser le point d'heu-ristique (P). Il su�t, pour avoir λ, de pouvoir diviser par le nombre (x/b). Il estdon normal de prendre pour x un élément tel que x/b ne soit pas nul, 'est à diren'importe quel x n'appartenant pas à Keru. Or, ii, il y a un élément � privilégié �qui n'appartient pas à Keru : 'est b.



Un point d'heuristique important et mal onnu: la partiularisation 243On obtient pour x = b :
λ =

u(b)

‖b‖2 .On démontre don ainsi, qu'il y a au plus un élément a possible : a = u(b)

‖b‖2 ;où b est un veteur non nul de (Keru)⊥. On termine alors la démonstration endémontrant que, réiproquement, et élément x onvient, 'est à dire que :
∀x ∈ H, (x/λb) = u(x).6. Inégalité de Cauhy�ShwarzEtant donné un espae préhilbertien E, on a : ∀(x, y)∈E×E, |x/y| ≤ ‖x‖‖y‖.La démonstration usuelle de ette propriété ommene ainsi : Soit (x, y) ∈ E×

E. ((λx+y)/(λx+y)) ≥ 0 pour tout solaire λ. On obtient alors, en développant,une équation du seond degré en λ (si x 6= 0). En érivant que son disriminantest négatif, on obtient l'inégalité voulue.J'ai présenté très souvent ette démonstration à mes étudiants, en onsidérantque le départ était astuieux. Je me suis rendu ompte réemment que le pointd'heuristique (P) peut permettre de rendre e départ naturel. En e�et, E étantun espae prehilbertien quelonque, on ne dispose que des propriétés des espaesvetoriels et de elles d'un produit salaire. Parmi es propriétés, il est normal depenser à utiliser elle qui fait intervenir la relation d'ordre (puisque il en est ainsidans la onlusion) :
∀u ∈ E, u/u ≥ 0.Cette propriété ommene par � ∀ �. On peut don penser au point d'heuristique(P). A e stade de la démonstration, il y a trois éléments remarquables dans

E : 0, x et y. En prenant pour u l'un de es éléments, on n'obtient rien d'intéres-sant, bien sûr. On herhe alors à partiulariser en hoissisant un élément faisantintervenir x et y, puisque dans la onlusion es deux éléments �gurent. J'estimequ'il est alors naturel de penser aux points de la droite vetorielle ontenant x et
y ; ette partiularisation permet d'aboutir.



244 André Antibi7. Partiularisation déjà indiquéeLa partiularisation est un point essentiel de l'ativité mathématique. Elleintervient haque fois qu'on fait appel à un théorème dont l'énoné ommenepar � ∀ �. Ce type de théorème est très fréquent.7.1. Un exemple en géometrie : le théorème de PythagoreDans un triangle retangle ABC, . . .Dans le début de et énoné �gure impliitement � ∀ �. En e�et, le théorèmeonsiste à indiquer que, quel que soit le triangle retangle ABC, . . .Dans un exerie, on l'applique au triangle retangle que l'on souhaite. Maisdans e as, la partiularisation est déjà proposée. L'élève n'a pas à en prendrel'initiative.Il est lair que les exemples de e type sont très fréquents.Référenes[1℄ A. Antibi, Etude sur l'enseignement de méthodes de démonstration, Enseignementde la notion de limite : ré�exions, propositions, Thèse d'Etat, Mention Didatiquedes Mathématiques, 1988.[2℄ A. Antibi, Une méthode de démonstration onsistant à partir de la onlusion,Bulletin National de l'A.P.M.E.P. (Avril 1991).[3℄ A. Antibi, Graphique, démonstration et rigueur : quelques ré�exions, Ate ColloqueCIEAEM (1995).[4℄ A. Antibi, Les niveaux de rigeur dans programmes : un exemple d'ensemble vide ?,Bulletin APMEP, no. 410 (1997).[5℄ A. Antibi et G. Brousseau, La dé-transposition de onnaissanes solaire, Reherheen Didatique des Mathématiques 20, no. 1.[6℄ G. Glaeser, Une introdution à la didatique expérimentale des Mathématiques, Edi-tion La Pensée Sauvage, Grenoble, 1999.[7℄ E. Loia Espinoza, Les ontre-exemples dans l'enseignement des mathématiques,Thèse de Didatique des Mathématiques, IREM de Toulouse, 2000.[8℄ G. Pólya, Comment poser et resoudre un problème, Dunod, Paris, 1965.[9℄ A. H. Shoenfeld, Mathematial problem solving, Aademi Press, In., 1985.



Un point d'heuristique important et mal onnu: la partiularisation 245[10℄ D. Solow, How to read and do proofs, John Wiley and Sons, New York, 1982.
ANDR ANTIBI

DIRECTEUR DE L’IREM DE TOULOUSE

UNIVERSIT PAUL SABATIER

TOULOUSE

FRANCE

E-mail: antibi@cict.fr (Reeived Marh, 2003)


