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Hyperbolische 5-Rechtecke

H. ZEITLER

Zur Erinnerung an den 200. Jahrestag der Geburt des weltberiihmten
ungarischen Geometers Jdanos Bolyai (1802-1860)

Abstract. The main topic of this paper is the investigation of 5-pentagons whose interior
angles are all right angles within the hyperbolic geometry (so-called 5-rectangles). Some
knowledge of elementary hyperbolic geometry is required.

At first the existence of such a polygon is shown by construction within the Klein-
model. Then two formulas due to D. M. Y. Sommerville [3] are proved. This means to
juggle with trigonometric formulas of hyperbolic geometry.

In the last years a big number of papers concerning hyperbolic geometry was pu-
blished. This proves that the interest in this nice discipline is growing again.

Key words and phrases: hyperbolic geometry, Klein-model, right-angled pentagons (Hy-
perbolische Geometrie, Klein-Modell, rechtwinklige 5-Ecke).
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1. 5-Rechtecke-gibt es das iiberhaupt?

n-Ecke der hyperbolischen Geometrie mit n rechten Innenwinkeln heiflen n-
Rechtecke.

1.1. Notwendige Bedingung
n > 4 ist notwendige Bedingung fiir die Existenz von n-Rechtecken.

BEWEIS. Die Winkelsummre im n-Eck ist in der hyperbolischen Geometrie
(kurz H-Geometrie) stets kleiner (n — 2) - m. Weil aber bei n-Rechtecken fiir die
Winkelsumme n -  gilt, so folgt n- 5 < (n —2) -7, also n > 4. 0
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1.2. Flédcheninhalt des 5-Rechtecks
Der Flédcheninhalt F' des 5-Rechtecks betrégt %ﬂ'.

BEWEIS. Die Fliche eines H-Dreiecks mit den Winkeln «, 3, v betrigt k?(m—
a — 3 — 7). Dabei ist k eine Normierungskonstante. Wir legen fest k = 1.

Jedes 5-Rechteck 148t sich in drei H-Dreiecke zerlegen. Also ist seine Fléiche
(unabhéngig von der Art der Zerlegung) gleich der Summe der drei Dreiecks-
flichen (Additivitét der Inhalts-mafizahlen). Dies ergibt F' = Fy + Fy + F3 =
3m — §. Dabei ist S die Summe aller 9 Dreieckswinkel. Wegen S =5 - 5 folgt also

5 1

weiter F' = 31 — 3T = 5. O

1.3. Existenznachweis durch Konstruktion
Es gibt hyperbolische 5-Rechtecke.

Dafl die notwendige Bedingung aus 1.1 im Falle n = 5 auch hinreichend
ist, beweisen wir durch Konstruktion im Klein-Modell. Dazu ist die Kenntnis
gewisser Grundkonstruktionen unbedingt erforderlich: H-Lot fillen, H-Senkrechte
errichten, Spiegelung an einer H-Geraden vornehmen, einen H-Winkel halbieren,
... Ohne solche Zutaten bleibt unser Beweis unverstéindlich. Wir verweisen auf
einschlagige Literatur.

Die Konstrukion in verschiedenen Schritten.

1. Schritt (Figur 1)

Eine H-Gerade p; mit zugehorigem Pol P, sowie ein H-Punkt A; € p; seien
beliebig gegeben. Dann ist die H-Gerade auf P, A; orthogonal zu p;. Nun wird
der rechte Winkel bei A; in der iiblichen Weise hyperbolisch halbiert. Dies liefert
die Gerade g.

2. Schritt (Figur 2)

Wir wéhlen einen Punkt P, € g so, dal P, P; eine Sekante des Grenzkreises im
Klein-Modell ist. Weiter sei dann ps die zu P, gehtérende Polare. Dann ist die
H-Gerade auf P, P, senkrecht zu pq, aber auch zu py. Mit g N py = {A} erhalten
wir das H-Viereck (43 A2A3A) mit drei rechten Winkeln. Der vierte Winkel hat
die Grofle % - %w.
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Figur 1. H-Senkrechte errichten und H-Winkel halbieren

Py

Figur 2. Ein H-Viereck mit drei rechten Winkeln
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3. Schritt (Figur 3)

H-Spiegelung des H-Vierecks an der H-Geraden auf ¢ liefert das 5-Rechteck
(A1 A3A3A4A5). Dabei sind Ay bzw. A die H-Spiegelungspunkte von As und
As. Die H-Punkte A; und A bleiben fix.

Aq

As

Ay As

Py

Figur 3. Ein 5-Rechteck

Damit ist die Existenz eines 5-Rechtecks nachgewiesen. Nach dem angegebe-
nen Rezept kann sich jeder sein eigenes 5-Rechteck zusammenbasteln.

1.4. Das reguldr 5-Rechteck

Figur 4 zeigt einen besonders hiibschen Sonderfall. Namlich ein 5-Rechteck
mit 5 gleichlangen Seiten. Wir sprechen vom reguléren 5-Rechteck.

1.4.1. Wie wurde daf3 Bildchen konstruiert?

In einen Kreis mit Mittelpunkt M wird ein reguléres, iiberkreuztes 5-Fck
(Py P, P3Py Ps) einbeschrieben (Pentagramm). Zur Auffindung des Grenzkreises
im Klein-Modell zeichnen wir den Thaleskreis iiber M P;. Geschnitten mit P, Ps
liefert das die Punkte X und Y. Dann ist M X der Radius des gesuchten Kreises
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Py

Py

Figur 4. Ein regulédres 5-Rechteck

und P, der Pol zu P, P5. Die H-Geraden auf P; P; und auf P; Py stehen auf XY hy-
perbolisch senkrecht. Aus Symmetriegriinden bilden die Schnittpunkte der Seiten
unseres Startpolygons im Klein-Modell das reguldre 5-Rechteck (A1 A2 A3 A4 As).

1.4.2. Seitenldnge im reguldren 5-Rechteck
Fiir die hyperbolische Léange a einer Seite des reguléren 5-Rechtecks gilt ch a =

3 (VB+1).

BEWEIS. In H-Dreiecken mit den Winkeln «, 3, v gilt der Winkelkosinus-
satz: cosa = — cos 3 cosy + sin B siny ch a. Wir wenden ihn an auf2 das H-Dreieck
1
(MA;Az) mit a = 27, 3 =~ = {7 und erhalten cha =

2 1
cos £ 7'r+clos a7
2

sin® g7
Mit cos %w = i(\/g — 1) und cos? iﬂ' = sin? iﬂ' = % folgt daraus cha =
%(\/5 + 1). Man nennt %(\/5 + 1) auch die goldene Zahl. O

BEMERKUNGEN ZU ABSCHNITT 1. Bei der Konstruktion in 1.3 wurden zwei
H-kongruente Spezial-Vierecke an einander gelegt. Jedes dieser Vierecke hat neben
drei rechten Winkeln noch einen spitzen Winkel €. Solche H-Vierecke nennt man
Spitzecke oder Lambert Vierecke (nach Johann Heinrich Lambert, 1728-1777). In
unserem Fall hatten wir € = %w.
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Durch Zusammenfiigen nicht kongruenter Lambert-Vierecke lassen sich fol-
gende Aussagen beziiglich der Symmetrieachsen unsrer 5-Rechtecke gewinnen.

(a) Es gibt 5-Rechtecke ohne eine Symmetrieachse.
(b) Es gibt 5-Rechtecke mit genau einer Symmetrieachse.

(c) Wenn ein 5-Rechteck zwei Symmetrieachsen besitzt, dann sogar 5 und wir
haben das regulédre 5-Eck aus 1.4.

Beweisen Sie die drei Aussagen im Detail!

2. Formeln von D. M. Y. Sommerville [3]
2.1. Die Formeln

Im 5-Rechteck gilt

ch (Seite)
= Produkt der sh-Werte der beiden nicht anliegenden Seiten
= Produkt der cth-Werte der beiden anliegenden Seiten.

Wir schreiben das mit den Bezeichnungen der Figur 5 explizit an.

1. Klasse 2. Klasse
cha =shc shd =cthb cthe
chb=shd she=cthc ctha
chc=she sha =cthd cthbd
chd =sha shb =cthe cthe

che =shb she = ctha cthd.

Es geht einfach von einer Zeile zur néchsten zyklisch weiter.

D. M. Y. Sommerville nennt diesen Satz und bezeichnet ihn als ,,Beispiel “.
Den Beweis iiberliafit er dem Leser. Wir wollen hier einen Beweis in allen Details
vorfiihren.
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A
Figur 5. Ein hyperbolisches 5-Rechteck

2.2. Die erste Klasse von Formeln
2.2.1. Lambert-Vierecke.

Figur 6 zeigt ein H-Viereck mit drei rechten Winkeln und einem spitzen, also
nach Definition ein Lambert-Viereck.

Figur 6. Ein Lambert-Viereck

In der Literatur finden sich Formeln, die einen Zusammenhang von Sei-
tenldangen und dem spitzen Winkel € herstellen.

shw =chx shy,

shx =chw shv, thz=chy thv, thw=chv thy,
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cose =thw thax.

Wir werden in dieser Arbeit nur die erste dieser Formeln verwenden.

2.2.2. Zerlegung eines 5-Rechtecks

Féllt man von der Ecke D in Figur 5 das H-Lot auf die gegeniiberliegende
Seite, so entstehen zwei Lambert-Vierecke (FDFEA) und (FBCD). Nach 2.2.1 gilt
dann shh = chd she und weiter shh = chc shb. Dies aber bedeutet chc shb =
chd she.

Weil die fiinf Innenwinkel im 5-Rechteck alle recht sind, liegen die Fu3punkte
der Lote von jeder Ecke auf die zugehorige Gegenseite stets im Innern dieser Seite.
Deshalb lassen sich durch zyklische Vertauschung weitere Formeln gewinnen.

I chd she =chc shb

II che sha=chd shc
II1 cha shb=che shd (2)
v chb shec=cha she

\Y% che shd =chb sha.

Fiir unsere Behauptung beziiglich der Lage der Fuflpunkte skizzieren wir an Hand
der Figur 5 einen Beweis.

Nehmen wir zunéchst an, der Fulpunkt F' des Lotes von D auf AB falle mit
B zusammen. Dann liegen die Punkte B = F, C und D auf einer Geraden und
es gilt < (DCB) = m, im Widerspruch zu < (DCB) = .

Nun liege F' auflerhalb der H-Strecke AB — etwa rechts von B. Dann ist
< (DCB) zwar recht, aber dieser Winkel (Umlaufsinn) wurde zu einem Auflen-
winkel. Dies steht im Widerspruch zur Definition des 5-Rechtecks mit fiinf rechten
Innenwinkeln.

Fiir die weiteren Rechnungen ist es vorteilhaft, die Formeln (2) zu quadrieren.

2.2.3. Elimination von a

Unser Ziel soll es jetzt sein, die Gleichung chb = shd she zu beweisen. Zu

diesem Zweck eliminieren wir jetzt a. Aus Gleichung IV in (2) folgt ch®a =

2 2 . 2 2 2 2 ._ch2 . . .
% und weiter sh*a = ch“a —1 = %. Wir setzen das in die
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Formeln (2) ein und erhalten vier Gleichungen fiir b, ¢, d, e.
I*  ch*d sh®e=ch’c sh’b
I ch?e ch?b sh?c — ch?e sh?e = ch®d sh®c sh?e
IIT*  ch®b sh®c sh®b=ch®e sh®e sh’d

v* ch?c sh?d sh?e = ch*b sh?c — ch?b shZe.

2.2.4. Elimination von ¢

Zur Gewinnung von chb = shd she mufl auch noch ¢ eliminiert werden.
Dies geschieht dadurch, da8 wir in (3) statt sh? ¢ schreiben ch? ¢— 1. Dann werden
die Gleichungen IIT* und II* nach ch? ¢ aufgelést und gleichgesetzt.

ch?e sh?e
ch?e ch?b —ch?d sh?e
ch?e sh?e sh?d

r* ch’c=1+

Ir* ch?c=1+

ch?b sh?b
I = IIr*
ch?e sh?e ch?e sh?e sh?d
14— 2 2 5 =1+ 2 2
ch“e ch®b—ch“d sh®e ch“b sh“b

— ch?b sh®b—sh®d ch®e ch?b+sh*d ch®d sh®e = 0.
Wir erwarten chb = shd she und schreiben deshalb
ch’d=1+sh?d, ch’e=1+sh%e, sh®b=ch’®b—1.
So erhalten wir
ch?b(ch?b — 1) — sh?d(1 + sh®e) ch® b 4 sh® d(1 + sh® d) sh*e = 0
—> (sh®d sh?e —ch?b)(ch®b— 1 —sh*d) =0
— (sh?d sh?e — ch?b)(ch?b — ch®d) = 0.

Im Falle b # d erhalten wir also ch? b = sh? d sh? e und weil alle ch- und sh-Werte
positiv sind sogar chb = shd she.
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2.2.5. Kritische Fille

Die Untersuchung des Falles b = d erfordert eine griinliche Fallunterschei-
dung. Das 148t sich leider nicht vermeiden.

(a) 5 Seiten paarweise verschieden
Dann ist alles klar. Die noch fehlenden Formeln der ersten Klasse ergeben sich
durch zyklische Vertauschung.

(b) 3 Seiten gleich lang
Da gibt es zwei in Figur 7 skizzierte Moglichkeiten.

a=b=c=ux.
Mit IV aus (2) folgt chzsha = chz she, also e = z.
a=b=d=y.

Mit V aus (2) gilt che shy = chy shy, also y = c¢. Sind drei Seiten gleich, dann
auch vier.

(c) 4 Seiten gleich lang
a=b=c=d=ux.

Mit T aus (2) folgt chaz she = chx shz, also x = e. Sind 4 Seiten gleich, dann auch
alle 5. Wir haben es mit dem in 1.4 abgehandelten Fall des regulédren 5-Rechtecks
zu tun.

(d) 2 Seiten gleich lang
Das ist jetzt genau unser kritischer Fall b = d = z. Mit IIT aus (2) folgt cha shz =
che shz, also a = e. Damit haben wir ein achsensymmetrisches 5-Rechteck (Fi-
gur 7).

Es gilt b = d und a = e, aber auch b # a,e und d # a,e. Denn sonst
hétten wir ja 3 oder 4 gleichlange Seiten und damit ein reguldres 5-Rechteck.
Dieser Fall ist aber bereits abgehandelt. Sei nun d # a. Dann folgt in volliger
Analogie zu Abschnitt 2.2 die Gleichung chd = sha shb. Mit d = b, a = e weiter
chb=she shd.

Damit ist die Richtigkeit der Gleichung chb = shd she auch fiir den Fall
b = d nachgewiesen.

Wir kénnen also zusammenfassend sagen, dafl die 5 Sommerville-Formeln der
ersten Klasse in jedem 5-Rechteck gelten.
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Drei gleiche Seiten:

a a

a=b=c=2 a:b:d:y

Zwei gleiche Seiten:

Figur 7. Sonderfille

2.3. Die zweite Klasse von Formeln

Jetzt wenden wir uns der zweiten Klasse von Sommerville-Formeln zu und
setzen dabei die Giiltigkeit der Formeln aus der ersten Klasse voraus.

Uunser bisheriges Vorgehen: In den Formeln (2) hatten wir in 2.2.3 zunéchst
a und in 2.2.4 dann auch noch c eliminiert. So erhielten wir die Formel chb =
shd she.

Jetzt wollen wir auf eine Formel der zweiten Klasse, etwa chc = cthd cthb
zusteuern. Wir miissen aus den noch immer giiltigen Formeln (2) neben a jetzt
auch noch e eliminieren. Dabei gehen wir genauso vor wie in 2.2.4. Anstelle von
sh? e in (3) schreiben wir ch? e—1 und 16sen dann die sich ergebenden Gleichungen
nach ch?e auf. Wir begniigen uns damit, die Gleichungen I* und V* auf diese
Weise zu behandeln.

ch?¢ sh?b

** ch?e =1+
ch?d
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ch*b sh?c

VvV ch?e =1+ .
ch?b+ ch? ¢ sh®d

Durch Gleichsetzen von I** und V** wird nun e eliminiert.

ch?¢ sh?b ch*b sh?c
1+ 2 =1+ — 2 2
ch”d ch“b+ch”c sh”d

= ch*b sh®c ch®’d =ch*c sh®b sh®d + ch®b ch? e sh?b.

Division mit sh?d sh?b liefert

2 2
cth?b cth®d = chic (ch20+ M )

i d

Jetzt greifen wir zur weiteren Umformung auf zwei bereits bekannte Formeln

zuriick.
Die zweite Formel 1. Klasse in (1): sh® e = ?hjg.
Die Formel IV in (2): ch®b sh? ¢ = ch®a sh%]e.
Wir setzen ein und erhalten

h? 1
cth?b cth?®d = ch?c [ === 4+ —
ch®a sh®e ch7a

Und nochmals verwenden wir eine bekannte Formel.
Die dritte Formel 1. Klasse in (1): ch® ¢ = sh?® @ sh? e. Damit erhalten wir
12
cth?b cth®d = = (sh’a+1) = ch?e.
ch”a
Weil die zum Beweis verwendeten Formeln aus (1) und (2) alle gelten, so tun dies
auch alle Formeln der Klasse 2 aus (1). Eine Behandlung kritischer Fille ist nicht

erforderlich.

Die fiir beide Formelklassen giiltigen Aussagen (b) und (c) aus 2.2 lassen sich
zu einem nicht-trivialen Lemma zusammenfassen.

2.4. Lemma

Drei gleichlange Seiten in einem 5-Rechteck induzieren fiinf gleich lange Sei-
ten, also ein regulédres 5-Rechteck.
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2.5. Korollar

Gibt man zwei Stiicke eines 5-Rechtecks vor, so sind durch die Gleichungen
(2) alle tiberigen Stiicke bestimmt. Damit ld8t sich ein Korollar formulieren.

Es gibt unendlich viele (00?) nicht H-kongruente 5-Rechtecke.

Die reguldren 5-Rechtecke sind alle zu einander H-kongruent.

3. Was gibt es fiir den Leser noch zu Tun?

Beweisen Sie durch Konstruktion im Klein-Modell die Existenz von 6-Recht-
ecken! Wie lang ist eine Seite im reguldren 6-Rechteck? Suchen Sie bei 6-Recht-
ecken nach Formeln die denen von Sommerville dhnlich sind und beweisen Sie
diese! Existieren in der hyperbolischen Geometrie n-Rechtecke mit n > 67

Und noch etwas fiir hyperbolische Fliesenleger: Lafit sich die hyperbolische
Ebene mit n-Rechtecken parkettieren?
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