BOLYAI 200

»A semmibol egy ij, mas vilagot teremtettem”
Hogyan értette ezt Bolyai Janos 200 évvel ezel6tt?

Gaal Botond
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Egyetem
Bevezetd gondolatok

A 2023. esztend6ben kivételesen sok jubileumunk volt. Elég csak Csokonaira, Pe-
tofire, Madachra gondolni, vagy Grof Andrassy Gyulara és kiemelten a nemzeti
imadsagunk, a Himnuszunk megsziiletésére. Kolcsey Ferenc, a Debreceni Refor-
matus Kollégium neveltje 1823. januar 22-én tett pontot A magyar nép zivataros
szdzadaibol alcimmel irt kdlteménye végére Szatmarcsekén. Nincs még egy olyan
vers, amely az elmult 200 év alatt a magyarsagot ilyen mélyen megszolito 1élek-
verssé valt volna. Van azonban ebben az évben még egy rendkiviili, sét vilagra-
sz0l6 matematikai évfordulds esemény is, amely szerényen hiizodik meg az iin-
neplések soraban. Bolyai Janos, a Marosvasarhelyi Reformatus Kollégium egyik
kitin6 didkja is éppen 200 éve rengette meg a matematika alapjait, és ezzel 0j
fejlédési palyara allitotta e diszciplinat. Ot a vilagon valaha ¢élt jelentés matema-
tikusok kozott a tiz legnagyobb langelme k6zé soroljak. Bolyai matematikai mo-
dellvaltasara emlékezve a hazai neves jubileumokhoz mi is csatlakozni kivanunk.
A Magyar Tudomany Unnepe kapcsan szeretnénk ezt az 0j szemléletii eredményt
méltatni. Pontosan 20 évvel ezeldtt valt hivatalossa a Széchenyihez kothetd
november 3-i datum, az MTA alapitasa 1825-ben. Két évvel korabban, de ponto-
san ehhez az idéponthoz kotédik a mi emlékezésiink is. Osszefoglaljuk, milyen
kiilonos és jelentds tudomanyelméleti esemény tortént akkor.

A modellvdltdst elokészité események

Egy 2100 éves id8szak lezarasat jelzi a cimnek! valasztott mondat, melyet Bolyai
Janos az édesapjahoz irt levelében fogalmazott meg 1823. november 3-an. Hosszl
tehat a torténet. E16bb vissza kell menniink Eukleidész? Elemek cim{i miivéhez,

! Az alabb kovetkezd tanulmany torzsrésze megjelent Gadl Botond: A zdrt vilag felnyitdsa
cimii konyvében. DRHE, Hatvani Istvan Teologiai Kutatokozpont, Debrecen, 2007. 69—
78.

2 A neves okori matematikus neve gorogiil valoban Eukleidész. Altalaban a nemzeti for-
ditasok, igy a magyar is a latin forditasok révén az Euklidész nevet valasztottak. Manap-
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amelyben Kr. e. 300 koriil 6sszefoglalta az addigi matematikat, és lefektette annak
axiomatikus alapjait. Leginkabb szembetiing volt a geometria axiomarendszeré-
ben a 11. axiéma.®> Ez a 11. axidma meglehetésen makacs probléméanak bizo-
nyult.* Mar a 4. és 5. szazadban is, Theonnak és Proklosznak komoly fejtorést
okozott a hovatartozasa. Ok voltak annak a két évszazadnak a legjobb matemati-
kusai. A gond az volt, hogy valdjaban tétel jellege van, amit be kellene/lehetne
bizonyitani, S €z sokakban keltett gyantt. Hatha nem is axiéma?! Prékopa Andras
matematikus megemliti, hogy Proklosz szerint mar magat Ptolemaioszt is foglal-
koztatta ez a kérdés a 2. szazadban, aztan a 9. szazadi arab tudos, Al-Nirizi pedig
kommentarokat irt Euklidész egész els6 konyvéhez, Naszir Eddin (1201-1279)
pedig a kdvetkezd szellemes atfogalmazasat adta a 11. axidmanak: ,,ha egy gorbe
minden pontja egyenld tavolsagra van egy adott egyenestdl, akkor ez a gorbe
maga is egyenes”.> Végiil Bolyai Janosnak és Nyikol4j Lobacsevszkijnek sikeriilt

sag sokan valasztjak a hivatalosan is elfogadott Eukleidész format, masok viszont meg-
maradtak az Euklidész alaknal, mert a magyar szoszarmazékok is erre vezethetOk vissza,
pl. euklideszi geometria stb. Mi is inkabb ezt a format fogjuk hasznalni.

3 Itt nem részletezziik ezt az axiomarendszert. A torténeti és elvi részletek megtalalhatok
Gaal Botond: 4 zdrt vildg felnyitdsa, i.m. 35-49. oldalakon. Annyit azonban el kell mon-
danunk, hogy az Alexandriaban dolgozé Euklidész (Eukleidész) Elemek cimii eredeti
miive elveszett, tartalmat viszont a gondos és éles elmék a fejiikben 6rizték nemzedékeken
at. Id6szamitasunk utan a 4. szazadban egy Theon nevii matematikus lejegyezte, és mivel
ez is elveszett, egy Proklosz nevii matematikus az 5. szazadban ujbol leirta emlékezet
alapjan. Ezt a szoveget Orizték aztan meg az arab tudosok, és majdnem ezer év utan az
arab és latin forditasok alapjan, majd pedig az jbol elékeriilt Theon és Proklosz altal ké-
szitett gorog szoveg alapjan készitettek egy immar jo latinsaggal megirt valtozatot. Ezt
1482-ben Velencében adtak ki, s ez szolgalt az egész eurdpai tudomanyos gondolkodas
alapjaul. Valoszintileg e konyv ismerete alapjan valt altalanossa a more geometrico kife-
jezés, amelyet attdl kezdve a tudomanymiivelés alapjanak tekintettek, tehat minden tudo-
manyban érvényesiteni kellett a ,,geometria modjan” elvet. Ekkor vette kezdetét Eurdpa-
ban is az axiomatikus gondolkodas minden teriileten. A geometria volt a minta.

4 Csupan arra hivjuk fel a figyelmet, hogy az elhiresiilt 11. axiéma Euklidész miivében
még 5. posztulatumként szerepelt. Posztulatumnak a gorogok azt tartottdk, amit eleve
megkoveteliink altalanos elvként a vitaban. Az axidoma pedig olyan alaptételt jelent, ame-
lyet a szemlélet alapjan elfogadunk, €s igaz voltat nem vitatva minden tovabbi allitasunk
bizonyitasanal arra timaszkodunk. Mivel Euklidész eredeti 5. posztulatuma alaptételnek
is tekinthetd, s6t a 4. posztuldtum is, ezért a késébbi korokban ezt a kettdt atsoroltdk a mar
meglévé 9 axidma utani helyre. igy lett az Gn. euklideszi axiomarendszer 11 taga. Ezért
szoktak olykor hivatkozni az 5. posztulatumra, ami igaz is, de valdjaban a 11. axiomarél
van sz6. Mi is 11. axiomaként emlitjiik azt az elvi problémakort, amely Bolyai matemati-
kai munkéssagénak fémjelzdje. Magyar iskoldkban parhuzamossagi axiémanak is neve-
zik. Bolyai Farkas ettél a ,,paralellaktol” ovta a fidt, nehogy sok idét ,,pazaroljon” rajuk.
® Prékopa Andras: Bolyai Janos forradalma. Természet vildga. 2003. I. Kiilonszam. 10.
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megoldania a nagy kérdést. Az eseményt tobben a matematika kopernikuszi for-
dulatanak nevezik.® De mi tortént Bolyai el6tt?

A 11. axiéma igy szol: Koveteltessék meg, ... hogy ha két egyenest ugy metsz egy
egyenes, hogy az egyik oldalon keletkezé belsé szogek (6sszegben) két derékszog-
nél kisebbek, akkor a két egyenes végteleniil meghosszabbitva talalkozzék azon az
oldalon, amerre az (Gsszegben) két derékszognél kisebb szogek vannak.

Ez tényleg egyszer allitas, de kissé bonyolult a megfogalmazasa. Az az érzésiink
tamad, hogy ez valami bizonyitand¢ tétel, ezért foglalkoztatta oly sokdig a mate-
matikusokat, talan masfél ezer éven at. Osszefoglaldan azt mondhatjuk, hogy en-
nek az axiomanak a vizsgalata két Giton-modon tortént. A matematikusok egyik
része azt akarta igazolni, hogy ez az axioma — mar talan Theon és Proklosz 6ta —
a tobbi axidma és a posztulatumok logikai kovetkezménye. Mas gondolkodok pe-
dig ugy fogtak meg a kérdést, hogy éppen a sziikségességét probaltak bizonyitani,
azaz azt, hogy elhagyasa logikai ellentmondasokhoz vezet. Makacs feladatnak bi-
zonyult. A 11. axiéma ,,nem engedte”, hogy kibillentsék az axiomak koziil. Erre
figyelt fol a mi Bolyaink. A gorogok szellemi nagysagat dicséri, hogy a kés6i utd-
kor egyik tabora sem érte el céljat.

Kozben azonban az tortént, hogy a bizonyitasi probalkozasok alatt ezt a nehézkes
allitast nemcsak a 13. szazadi arab tuddsok, hanem kés6bb masok is sokszor atfo-
galmaztak és az azzal egyenértékil allitast vizsgaltak az eredeti helyett. A tobb
mint egy tucat atfogalmazasbol példaként emlitjiilk meg a harom legismertebb val-
tozatot:’

a) egy egyeneshez a rajta kiviil fekv6 ponton at (az egyenest és pontot tartalmazo
sikban) csak egy parhuzamos huzhato;

b) a haromszog szogeinek Osszege két derékszog

) vannak hasonlé haromszogek: ha egy haromszog minden oldalat azonos arany-
ban valtoztatjuk, a haromszog sz6gei nem valtoznak.

Az elsé megfogalmazas lett a 11. axidma leginkabb kdzkedvelt valtozata, ezért
kaphatta a parhuzamossagi axiéoma elnevezést. De még ilyen formajaban sem lat-
szott igazi axidmanak, mert végiil is nem ellendrizhet6 a gyakorlatban. A 18. sza-
zadban a matematikusok jfent nekilendiiltek, és elkezdtek foglalkozni a parhu-
zamossagi axioma kérdésével. Giovanni G. Saccheri (1667-1733) 1733-ban, Jo-
hann H. Lambert (1728-1777) 1766-ban, majd Adrien M. Legendre (1752-1833)

6 V6. Prékopa Andras: Bolyai Janos forradalma. Természet vilaga. 2003. 1. Kiilonszam. 3.
" Géabos Zoltan: Mit adott a fizikinak Bolyai Janos? Bolyai emlékkdnyv. Vincze Kiado,
2004. 268. A harom példat innen vettiik at.
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1800-ban készitettek értékes hozzajarulast ehhez a gondolathoz. Hozzajuk ha-
sonlo eléfutarnak tekintendé Bolyai Farkas (1775-1856) is.2 Ez a csoport inkabb
a 11. axiémanak a tobbibdl vald levezethetoségével foglalkozott. A 19. szazadi
tudésok mar megsejtették, hogy az euklideszi geometria mellett van masfajta geo-
metria is. Ferdinand K. Schweikart (1780-1859) 1818-ban és Franz A. Taurinus
(1794-1874) 1826-ban jutottak erre a gondolatra.® Carl F. Gauss (1777-1855) is
csak a sejtés szintjén vélekedett e dologban, de nem tekinthetd a hiperbolikus geo-
metria folfedezdjének.’ A felfedezés érdeme egyértelmiien Bolyai Janosé (1802-
1860) és Nyikolaj Lobacsevszkijé (1792-1856), akik egymastol fliggetleniil jutot-
tak ugyanarra a kovetkeztetésre. Bolyai hamarabb folfedezte, Lobacsevszkij pedig
hamarabb publikalta.

Szeretnénk végre tudni: mi ennek a folfedezésnek a 1ényege? Mi itt foként
Bolyai gondolkodésat fogjuk kdvetni. E16bb azonban ismerjiik meg életét, sorsat.

Bolyai Janos életutja roviden

1802. december 15-¢én sziiletett Kolozsvarott kisnemesi székely csaladban. Edes-
anyja Arkosi Benké Zsuzsanna, édesapja Bolyai Farkas volt, akit 1804-ben meg-
valasztottak a Marosvasarhelyi Reformatus Kollégium matematika-fizika-kémia
professzorava. Janos fiuk zenei és matematikai tehetsége mar koran megmutatko-
zott. A Marosvasarhelyi Reformatus Kollégiumban gyorsan haladt a tanulmanya-
ival, s 16 évesen beiratkozhatott a bécsi Csaszari és Kiralyi Hadmérnoki Akadé-
miara. 20 éves koraban mar elvégezte. Temesvarra osztottak be egy hadi erddit-
ményhez. Komoly szinten hegediilt, és jol vivott. Mar az akadémiai évei alatt is
foglalkozott a 11. axioma kérdésével. A paralellak iranti érdekl6dése édesapjatol
szarmazik, bar 0 6vta a fiat e témaval valo foglalkozastol. Mar Temesvaron szol-
galt mint katonatiszt, amikor megoldotta a parhuzamossagi axioma kérdését, és
1823. november 3-an keltezett levelében ezt megirta édesapjanak: ,,a semmibdl
egy ujj mas vilagot teremtettem.” 1de kivankozik, hogy széleskori tajékozottsaga
révén ismerte a keresztyénség egyik alapvetd tanitasat is, amelyet a creatio ex
nihilo, tehat a semmibdl valo teremiés kifejezés foglal 6ssze. Nyilvanvaldan ennek

8 Bolyai Farkas a Tentamen cimii fdSmiivében beszdmol azokrol a kisérletekrdl, amelyeket
az 5. posztulatum bizonyitasaért tett és felsorolja az azt helyettesitd atfogalmazasokat.

% A torténeti adatokat jobbara Gabos Zoltan dsszefoglalasabol vettiik. V6. Gébos Zoltan:
Mit adott a fizikanak Bolyai Janos? In: Bolyai emlékkonyv. Vincze Kiado, 2004. 268-269.
10 Szénassy Barna megvizsgalta Gaussnak a nem-euklideszi geometriara vonatkozo ,,mun-
kassagat”, de nem talalt arra utal6 jeleket, hogy ezen a téren 6 valamit is tett volna. V0.
Szénassy Barna: Megjegyzések Gauss nemeuklideszi geometriai eredményeihez. In: Bo-
lyai emlékkonyv. Vincze Kiadd, 2004. 111-120. Prékopa Andras is ebbe a csoportba so-
rolja Gausst. V6. Prékopa Andras: Bolyai Janos felfedezésének eldzményei és utdhatasa.
In: Bolyai emlékkonyv. Vincze Kiado, 2004. 98.
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mintajara fogalmazhatta meg az imént emlitett hires mondatat.!* Marmost a folfe-
dezését § le is irta latinul 1825-ben. Edesapja is irt egy kétkotetes matematikai
miivet Tentamen cimmel, mely tankonyviil szolgalt Marosvasarhelyen. Ennek
elsé kotetéhez csatolva, Appendixként jelentették meg Bolyai Janos nemeuklide-
szi geometridjara vonatkoz6 miivét 1832-ben. Elétte kiillonlenyomatban is megje-
lent, és 1831-ben elkiildték Gaussnak. Eredetileg ezt a cimet viselte: Scientia
Spatii. Azaz: A tér tudomdnya.*?

Bolyai Janos élete tele volt zokkendkkel. Egyébként csondes, jambor ember
volt. Mar 30 éves kora dta betegség gyo6torte, s alig volt nyugalmas ideje az alko-
tasra. A magyarorszagi matematikusok kozott nem akadt mélto szellemi partnere,
aki miivének jelentGségét idejében felismerte volna. Amig ¢élt, Europaban sem
¢érett meg erre az id6. Csak joval halala utan kezdték gondolatainak értékét folfe-
dezni, amint ez Riemann esetében is igy volt. Bolyai Janosnak az Orban Rozalia-
val kotott hazassagabol két gyermek sziiletett, Dénes és Amalia. Egyenetlen ha-
zassaguk késoébb fel is bomlott. 1860-ban halt meg elhagyatottsdgban, Marosva-
sarhelyen. Temetésén harom ember vett részt és egy katonai diszkiséret. A refor-
matus egyhaz halotti anyakonyvébe a lelkész ezt a bejegyzést tette: ,,Hires nagy-
elméjii mathematicus Volt, az elsék kozott is elsé. Kar, hogy talentuma haszndlat-
lanul dsatott el.”*® Ennél a két mondatnal ma sem tudnénk jobban &sszefoglalni
¢letének tanulsagait és magyar nemzetiinknek szo6l6 tizenetét!

A modellvdltds lényege

A 11. axidma Iényegében azt allitja, hogy egy egyenesen kiviil fekvé ponton ke-
resztil, az altaluk meghatarozott sikban egy parhuzamos egyenes hiizhatd. Bolyai

1A semmib6l egy ujj mas vildgot teremtettem” megallapitas, melyet Bolyainak az édes-
apjahoz irt levelében olvashatunk, csupan egyfajta hangsulyozasa lehet a felfedezése hor-
derejének. A kifejezést 6 nem vehette mashonnan, mint a creatio ex nihilo keresztyén ta-
nitas korébdl. Tudomanyos értelemben azonban igy nem allja meg a helyét, mert a Bolyai-
féle felfedezésnek éppen az a lényege, hogy nem a ,,semmibdl” hozott el6 Gjat, hanem a
mar meglévo euklideszi axiomarendszerb6l. Amikor ugyanis a hiperbolikus geometriaban
a parhuzamossagi szog eléri a derékszoget, az egész rendszer atmegy az euklideszi geo-
metridba. Annak specialis esetévé valik.

12 Az Appendix fedelén mar a hosszabb cim jelent meg latinul: Appendix, Scientiam Spatii
absolute veram exhibens; a veritate aut falsitate Axiomatis XI. Euclidei (a priori haud
unquam decidenda) independentem; adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geo-
metrica. Magyarul: Appendix, a tér abszolit igaz tudomdnya; a XI. Euklidész-féle axioma
(a priori soha el nem donthetd) helyes, vagy téves voltatdl fiiggetlen targyaldsban, annak
téves volta esetére a kor geometriai négyszogesitésével. Vo. Prékopa Andras: Bolyai Janos
forradalma. Természet vilaga. 2003. 1. Kiilonszam. 13.

13 Puskas Ferenc: El6hang a Bolyai-emlékkdnyvhoz. In: Bolyai emlékkdnyv. Erdélyi Ma-
gyar Miszaki Tudomanyos Tarsasag, Kolozsvar, 2003. 11-12.
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Janos meglatott egy sarkalatos tényt: ez az axidma olyan szerepet jatszik az euk-
lideszi geometriaban, hogy nem enged bel6le kilépni. Itt Gabos Zoltan nagyon
lényeges megallapitast tesz: ,,Az axiomdnak sajatos, elkiilonitett szerepe van az
euklideszi keretben, mivel a benne foglalt allitas hangsulyozza, rogziti az euklide-
szi jelleget. Egyben egy olyan merevitoelemet képviselt, amelyik akadadlyozza az
euklideszi rendszerbdl valo kilépest. Az akadaly eltavolitisa nyitott utat egy uj,
logikailag lehetséges geometria és egyben egy vj térmodell felé.”'* Ez az axioma
szinte bezarja, lezarja azt a rendszert. Ugy is fogalmazhatnank, hogy nem lehet
bebizonyitani, hogy a 11. axioma az eléz6 tiz axiomadnak kdvetkezménye. Ha pedig
ez igy van, akkor batran el lehet hagyni és egy masik allitassal helyettesiteni. Ezt
meg is tette, és az Uj axioma révén Bolyai nem kevesebbet allitott, minthogy az
egyenesen kiviil 1év6 ponton keresztiil a sikjukban végtelen sok parhuzamos huz-
hat6. Ez éppen annyira elképeszto allitas, mint amikor Einstein a fénysebességet
mindenre tekintet nélkiil allandénak mondta ki. Bolyai Janos megddbbentd alli-
tasa azt eredményezte, hogy végre kiléphetett az euklideszi rendszerbdl, s ez egy
olyan folyamatot inditott el a matematika fejlédésében, amely 1ényegében mind-
maig tart. Felnyitotta a zart vilagot!

Itt nem foglalkozhatunk a dolog konkrét matematikai részleteivel, csupan azt
emlitjiik meg, hogy végiil is az 4j geometriaban szerepel egy hiperbolikus algebrai
kifejezés, ezért kapta a hiperbolikus geometria nevet.™® Hataresetben ez a geomet-
ria atmegy az euklideszi geometriaba.

14 V6. Gabos Zoltan: Mit adott a fizikdnak Bolyai Janos? In: Bolyai emlékkényv. Vince
Kiado, Budapest, 2002. 269.

15 A hiperbolikus geometria matematikai szempontu leirasat Kiss Elemér: Matematikai
kincsek Bolyai Janos kéziratos hagyatékabol, Typotex, Budapest, 2005. 21. alapjan fog-
laljuk 6ssze. Az Appendix 29. paragrafusara hivatkozva Kiss Elemér ezt az abrat, illetve
magyarazatot kozli:
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A Bolyai-geometria jévébe mutato jelentdsége

Jelentdségét tekintve, a Bolyai és Lobacsevszkij altal 1étrehozott 11j geometriai
szemlélet, illetve tudomanyos batorsadg tovabbi eredményekhez vezetett. Az ut
kétfelé agazott.

— Az egyik nagy jelentdségii mozgas a matematika tobb teriiletén folvetette az
axiomatizalas bevezetését. Ebben éppen az az érdekes, hogy a Bolyai-féle gon-
dolkodas alapjaban véve megsziintette a more geometrico mindenre kiterjedo,
orok érvényét, de egyuttal folhivta a figyelmet az axiomatizalas helyes hasznala-
tara is. Tovabb nem kellett tartani att6l a kovetkezménytdl, hogy az axidémak csu-
pan egy merev keretet biztositanak a tudomanyos gondolkodas szamara, hanem
inkabb olyan szerepet toltenek be, amely altal rendet teremtenek az egyes teriile-
teken. Ha pedig egy axiomatikusan rendezett teriiletrél tovabb szeretnénk 1épni,
mert a rendszeriink zartnak mutatkozik, akkor meg kell talalni azt a ,,merevit6”
elemet, amely nem enged kilépni a rendszerbdl, és azt oly mddon kell helyettesi-
teni egy masikkal, hogy a korabbi igazsagok ne sériiljenek, ugyanakkor tovabb
lehessen 1épni egy nyitottabb vilagba. Ez tortént a matematika jo néhany teriiletén,
mint példaul az algebraban és a szamelméletben, de tovabbi 1épéseket tettek a
geometria terén is.’® Ezt David Hilbert (1862-1943) oldotta meg 1899-ben.

— Az elinditott folyamat masik nagy aga megmaradt a geometria berkeiben és
Riemann nevéhez kotédik. Bernhard Riemann (1826-1866) még megérte azt,
hogy Gauss halala el6tt két évvel benytjtotta a habilitacios téziseit, amelyek koziil
kett6ét mar kidolgozott, de Gauss éppen a harmadikra mutatott ra, amellyel még
nem volt készen.” Ezt is kidolgozta és ezéltal egy olyan nagy hatdsu miivel ajan-

Ahol PT=x, m(TPQ sz6g)=u az X tavolsaghoz tartoz6 parhuzamossagi szog, e az Euler-
féle szam (e=2,718...), k pedig egy, a teret jellemz6 pozitiv valds szam. Részletesebb ma-
gyarazat végett lasd Kiss Elemér kdnyvét.

16 V. Prékopa Andras: Bolyai Janos felfedezésének elézményei és utdhatasa. In: Bolyai
emlékkdnyv. Vincze Kiado, 2004. 106.

17 Ez is egy rendkiviil érdekes torténet. Riemann levelet irt egyik testvérének és leirta,
hogy sorrend szerint a habilitacios eléadasra javasolt els6 két tételét mar kidolgozta, mert
altalaban mindig az elsd tételt szoktak kérni a vizsgan. Most Gauss éppen arra a harmad-
ikra mutatott rd, amelyet Riemann még nem dolgozott ki, csak megsejtett benne valami
jelentds eredményt. Riemann azt irta a testvérének, hogy ,,most vagyok aztan bajban, mert
még ezt nem dolgoztam ki”, de az id§ siirget. Osszeszedte minden szellemi erejét, kidol-
gozta a harmadik javasolt el0adésat, s 1am, kidertilt, hogy az nem volt mas, mint egy ujabb
geometriai teriilet megalapozasa, amely nélkiil Einstein a relativitaselméletét nem tudta
volna kidolgozni.
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dékozta meg a matematikat, amely késobb az Einstein-féle relativitaselmélet alap-
jaul szolgalt. A mii a geometria alapjaival foglalkozott.'® 1854-ben Riemann a
vizsgajat sikerrel letette, Gauss pedig a kdvetkezd évben meghalt. Valosziniileg
ennek a miinek a jelentdségét sem igen fogta 6l a tudomanyos vildg, mert csak
Riemann 1866-ban bekdvetkezett korai halala utan két évvel adtak ki.* Riemann
igazabol Gaussnak a feliiletekkel foglalkozo geometriai elképzelését altalanosi-
totta. Még 6 maga sem igen ismerte a Bolyai és Lobacsevszkij altal mar kidolgo-
zott hiperbolikus geometriat, de még ekkor a tudomanyos kozvélemény eldtt sem
volt eléggé ismert, illetve elismert. A dolog Iényege az, hogy Riemann a pozitiv
gorbiilett feliiletekkel foglalkozott, a hiperbolikus geometria pedig egy negativ
gorbiilett feliiletnek felel meg. Szamunkra ugy tlinik, hogy Gauss mindkét eset-
ben politikus modjara jart el, nem allt ki hatarozottan sem a Bolyai-Lobacsevszkij-
geometria, sem pedig a Riemann-geometria mellett. Eltinddhetiink azon, hogy
vajon 6 mennyire latta ezek jovot formald, hatalmas lehetdségét.

Osszegzés

Osszegzésképpen valamilyen megnyugtatd dolgot szeretnénk mondani. Lattuk,
hogy milyen forradalmi jellegii volt a Bolyai-Lobacsevszkij- geometria,® s ezen
a forradalmi ton haladva jelent meg Riemann még altalanosabb szemléletii geo-
metridja. Egyiknek sem volt dont6 sikere, mert még nem ismerték 6l a jelentdsé-
giiket. Akkor még senki nem gondolta, ,,hogy a geometria és a valosag lehet kii-
l6nbozd, hogy a geometria felfoghaté az absztrakt elméletek egy osztalyanak, nem
mondva le az alkalmazas igényerdl, mert onkényesen is értelmezhetd strukturai
ugyanolyan modon vizsgalhatok, mint pl. a fiiggvények, vagy mds matematikai
objektumok” — allapitja meg Prékopa Andras matematikus.?> A mindennapi
szemlélet ugyanis azt sugallja, hogy a koriilottiink 1évo vilag euklideszi, azaz pon-
tok, egyenesek és sikok segitségével leirhato. Kant is ezt tanitotta, s tekintélyével

18 V5. Szente Janos: A hiperbolikus geometria és a Riemann-geometria kapcsolata. In:
Bolyai emlékkonyv. Vincze Kiadd, 2004. 308-309. Riemann habilitaciés miivének cime:
Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen.

19 V5. Szente Janos: A hiperbolikus geometria és a Riemann-geometria kapcsolata. In:
Bolyai emlékkonyv. Vincze Kiado, 2004. 308.

2 Parizsban, 1894-ben a matematikai tudomanyok nemzetkdzi bibliografiai kongresszusa
az 0j geometriat, amelyet mi is gyakran hiperbolikus geometrianak hivtunk, Bolyai-Loba-
csevszkij-geometridanak nevezte el. Korabban még Gauss neve is szerepelt a hiperbolikus
geometria felfedez6i kozott, de ettdl kezdve az 6 nevét kiiktattak. Helyesen tették! Vo.
Kalman Attila: Bevezetd Bolyai Janos 11j, mas vildgaba. In: Természet vilaga. Bolyai em-
1ékszadm. 2003. 1. Kiilonszam. 43.

2L Prékopa Andrés: Bolyai Janos forradalma. Természet vilaga. 2003. 1. Kiilonszam. 12-
13.
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erre terelte még a tudosok figyelmét is.?? Bolyai viszont élesen biralta Kantnak a
térrel kapcsolatos gondolatait: ,,4 kiilonben sok érdemii, és szépelméjii Kant alap-
talan, s helyteleniil el-ficamodva az értelmetlen tant tandlta is dllitani: hogy az tir

. nem éondllé-mi, hanem csak nézlet vagy latvanyaink idomja!”* Nem sokkal
ezutan jott egy Gjabb korszakos 1€pés a fizikaban, amikor is Maxwell megmagya-
razta az elektromagneses erétér 1étezését, s6t ennek a torvényét is felirta a hires
parcialis differencidlegyenletek segitségével. Einstein ezt tigy jellemezte, hogy az
elektromagneses erétér bevezetésével, magyarazataval Maxwell egy 0j valdsagot
tart fol. Ekkor kezd6dott a gravitacio erétérként vald felfogasa is, ugyanis elétte
csak annyit tudtak, hogy ,,tdvolbahatasrol” van sz6. Még Newton is csak annyit
gondolt a gravitaciorol, hogy az nem mas, mint action at a distance.

Ma mar valéban masként latjuk a tér valosagat, hiszen az altalanos relativi-
taselmélet kapcsan allithatjuk, hogy éppen a tér az a valosag, amely ilyen vagy
olyan tulajdonsagokat mutat. Tehat nem csupan a képzeletiinkben van meg, mi-
ként Immanuel Kant esetében, hanem valosagos természetelemként mutatkozik.
Bolyai val6jaban a maga bator 1épésével arra mutatott ra, hogy logikailag lehetsé-
ges nem-euklideszi geometria is, méghozza tobbfajta, és ezek barmennyire is
absztrakt geometridk, mégis kapcsolatba hozhatdk a valdsagos fizikai vilaggal.
Ezért helyénvald a Bolyai-Lobacsevszkij szemléletet a geometria kopernikuszi
fordulatanak nevezni, ugyanis magaban hordozza azt a lehetdséget, miszerint mo-
gotte egy addig nem ismert, 0j valosag 1étezik. Amikor 1891-ben George Bruce
Halsted professzor Bolyai 0j térelméletét angolra forditotta, az eldszoban ezt irta:
~Ez a huszonnégy oldal a legrendkiviilibb ket tucat oldal a gondolkodas torténe-
tében.”*

Zaro gondolatok

Azzal, hogy Bolyai Janos és Nyikolaj Lobacsevszkij folnyitottak Euklidész zart
vilagat, az egzakt tudomanyok korében egy olyan folyamatot inditottak el, amely
programot adott a 20. szazadnak. E program megvalodsitasa kapcsan mondta Eins-
tein: ,,Fizikai okokbdl bizonyosnak tiint, hogy a metrikus tér egyuttal a gravitacios
tér is. Minthogy a gravitdcios teret a tomegek konfigurdcioja hatarozza meg, ezért
a tér geometriai szerkezete fizikai tényezoktol fligg. A tér tehat ezen elmélet szerint
... nem abszolut tobbé, hanem szerkezete fizikai hatdsoktdl fiigg.”® Ez olyan iize-
net, amelynek Bolyai nagyon oriilt volna, de voltaképpen 6 inditotta el utjara ezt
a folyamatot a zart axiomatikus vilag felnyitasaval. O volt az els6 a tudoméanytor-
ténet soran, aki egy olyan allitast fogalmazott meg, amely teljesen ellentétes volt

22 Tobben megjegyzik, hogy valésziniileg Gauss sem akart a kantidnus vilag ellen allast
foglalni.

23 1dézi Gabos Zoltan: Mit adott a fizikinak Bolyai Janos?, i.m. 274.

24 Prékopa Andras: Bolyai Janos forradalma. Természet vildga. 2003. 1. Kiilénszam. 13.
% Albert Einstein: Valogatott tanulmanyok. Gondolat, Budapest, 1971. 257.
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aracioval, azaz, hogy az egyenesen kiviil 1évé ponton keresztiil nemcsak egy par-
huzamos egyenes hlizhato. Ezt a képtelenséget kovette késobb Einstein batorsaga
is a fény allando sebességének feltételezésével, s mindkettdbol hatalmas ered-
mény szarmazott az utokorra. Ilyen értelemben a kalvinista székely Bolyainak
tényleg igaza volt, amikor azt irta édesapjanak: ,,a semmibol egy uj, mas vilagot
teremtettem”!



