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Sokszor még a legegyértelmiibbnek tiind dolgok sem bizonyulnak igaznak.
Minden tudomanyteriiletrdl érkezo tudos jol tudja, hogy a legmegalapozottabbnak
tiind tényekbdl is veszélyes jaték messzemend kovetkeztetéseket levonni gyakor-
lati tapasztalatok, kisérletek hidnyadban. Hasonld a helyzet a matematika vilaga-
ban is, leszamitva, hogy a kisérletek szerepét a matematikai bizonyitasok veszik
at. A megalapozottnak tiind tények pedig az intuicidink.

A fentieket tokéletesen illusztrald példa az 1992-ben megtortént eset. A szo-
ban forgd altalanositast (sejtést) Karl Borsuk fogalmazta meg 1933-ban miutan
igazolta, hogy barmilyen sikbeli alakzat, amelynek atmérdje (az alakzat két legta-
volabbi pontjanak tavolsaga) 1, feldarabolhatd hdrom olyan alakzatra, amelyek
atmérdje egyenként kisebb, mint 1. Ugyanez az eljaras alkalmazhatd eggyel ke-
vesebb dimenzioban is: az egység hosszisagl (&tmérdjli) szakasz feloszthatd két
szakaszra, amelyek mindegyikének atmérdje kisebb, mint 1. Természetesen ado-
dott tehat a kérdés: igaz-e, hogy bdarmely 1 atmérdjii n-dimenzios alakzat felbont-
hato n+1 darab egyenként 1-nél kisebb atmerdjii darabra? Ez a jol ismert Borsuk-
sejtés, amelynek megoldasara 60 évet kellett varni.

Felmeriilhet az olvasdban a kérdés, hogy nem lehet-e esetleg még kevesebb
részre felbontani az alakzatokat. Példaul az egység atmérdjii négyzetet, ami egy
2-dimenzids sikidom, egyszeriien két oldalaval parhuzamosan elvagva két tégla-
lapot kapunk, amelyek atmérdje 1-nél kisebb. Tehat ebben az esetben a dimenziod-
szammal megegyezd részre elegendd osztani az alakzatot. Ugyanakkor tekintsiik
az egység oldalhosszisagh szabalyos haromszdget. Mivel a csticsok paronként 1
tavolsagra talalhatok, ezért csak gy lehet felosztani a szoban forgd haromszoget,
hogy minden csucs kiilon részbe keriiljon. Ugyanez igaz a hdromdimenzios test-
vérére a tetraéderre is. Jol lathato tehat az n+1 darab részre bontas sziikségessége.

A Borsuk-sejtést illetben 1946-ban a svajci matematikus Hugo Hadwiger
mutatta meg, hogy barmely n-dimenzios geometriai alakzat felbonthaté n+1 ki-
sebb atméroji részre, ha a hatara sima. Az eredeti Borsuk-sejtést 1947-ben a len-
gyel matematikus Julian Perkal, majd t6le fliggetleniil 1955-ben az angol H. G.
Eggleston is bizonyitotta a haromdimenzios térben. A dolgok tehat jol alakultak a
sejtés szamara.

Végiil azonban 1992-ben Jeff Kahn (Rutgers University, New Jersey, USA)
és Gil Kalai (Hebrew University, Jerusalem, Israel) ellenpéldat adtak, cafolva ez-
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zel a Borsuk-sejtést. A kulcs a geometriai probléma atfogalmazasa volt egy kom-
binatorikai problémava David Larmannak (University of London, London, UK)
kdszonhetden.

Ha a Borsuk-sejtés igaz, akkor barmilyen geometriai alakzatra is igaznak kell
lennie. Specialisan arra az alakzatra iS, amelyet egy n+1 dimenzids kocka elvaga-
saval kapunk gy, hogy a vagas éppen n+1 darab csucsat tartalmazza (egy tovabbi
feltétel a koordinatak kozott szerepld 1-esek szdmanak megvalasztasa). Az igy
kapott alakzat mar n-dimenzids €s a szerepld cstucsokat azonosithatjuk az
{1,2,...,n,n + 1} halmaz részhalmazaival: ahanyadik helyen 1-es van, az a sor-
szam bekeriil a halmazba. Példaul az 6tdimenzidés kocka egy cstcsa esetében
(1,1,1,0,1) - {1,2,3,5}.
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1. 4bra A csucsokon keresztiil fektetett sik és a kocka metszete
egy haromszog

Két csucs tavolsagat jellemezhetjiik a hozzajuk tartozo részhalmazok met-
szetével. Annal nagyobb két csucs kdzotti tavolsag, minél kisebb a két cstcshoz
rendelt halmazok metszetének elemszama. Tekintsiik a 1. abran szerepl6 kockat:
A=(0,1,0) - {2},B =(1,0,0) » {1}, = (1,1,0) » {1,2},D = (0,0,1) - {3}

Az A és B cslcsok egyenld tavolsagra vannak a C csucstol, hiszen a nekik
megfeleld részhalmazoknak 1-1 k6zos elemiik van, viszont a D cslcs tavolabb
van a C cstcstol, mint az A és a B csucsok, mert a D, illetve a C cstucsokhoz rendelt
halmazoknak nincs k6zG6s eleme.
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Ebben a kontextusban David Larman a kovetkezéképpen fogalmazta meg a
Borsuk-sejtést: ha S az {1, 2, ..., n,n + 1} halmaz részhalmazainak egy olyan csa-
ladja (halmaza), hogy minden S-ben szerepld részhalmaz elemszama megegyezik,
¢és barmely kettének van legalabb d darab kozos eleme, akkor S felbonthato n + 1
darab részre ugy, hogy az egyes részekben (kiilon-kiilon) barmely két részhalmaz-
nak van legalabb d + 1 darab kozo6s eleme. Kahn és Kalai ezt az allitast cafolta a
Frankl-Wilson tétel (Frankl Péter magyar matematikus) segitségével: legyen k
egy primhatvany és n = 4k, tovabba S az {1, 2, ..., 4k} halmaz részhalmazainak
egy csaladja ugy, hogy barmely részhalmaz elemszama 2k és semelyik két rész-
halmaznak sincs k darab kozos eleme. Ekkor
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Kahn és Kalai ellenpéldajaban n = 2016. Jelenleg n = 64 a legkisebb olyan
érték, amire mar nem teljesiil a Borsuk-sejtés.
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