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Absztrakt. A cikkben a korábban már publikált egyszeres exponenciális kőzetfizikai modell továbbfejlesztését, az új 

többszörös exponenciális kőzetfizikai modellt mutatjuk be, amely leírja az akusztikus longitudinális hullámsebesség 

nyomásfüggését. Mivel a kőzetben a nyomás fokozásával egyidejűleg több relaxációs folyamat (pl. mikrorepedések 

vagy, pórustérfogat záródása, vagy szemcsehatárokon történő súrlódás, stb.) is okozhatja a terjedési sebesség 

növekedését, a modell egyszerre több mechanizmust képes kezelni. A korábban alkalmazott linerizált inverziós 

eljárás a lokális minimumban elakadhat, ezért az abszolút minimumot adó globális optimalizálás módszerét 

alkalmaztuk a laboratóriumban mért longitudinális sebesség-nyomás adatok feldolgozása során. A kifejlesztett 

modellegyenletet Simulated Annealing algoritmusban válaszegyenletként alkalmazva a modell kőzetfizikai 

paramétereit meg lehetett határozni. Az inverziós eredmények igazolták, hogy az új modellel és algoritmussal 

számított adatok pontosabban illeszkednek a kőzetmintán mért adatokhoz. 

Kulcsszavak: nyomás, kőzetfizikai modell, hullámsebesség, inverzió, relaxáció 

Abstract. In this paper with the further development of our previously published single exponential model, the new 

multiple exponential model describing the pressure dependence of acoustic longitudinal wave velocity is presented. 

Since with increasing pressure in the rock several relaxation mechanisms at the same time can cause the increasing 

propagation velocity, the new model can handle two or more physical mechanisms (e.g. the closure of pore volume or 

microcracks or friction on grain boundaries etc.). The previously applied linearized inversion procedure can trap in a 

local minimum, so during laboratory measured longitudinal velocity-pressure data processing a global optimization 

method was used to find the absolute minimum. Using the developed model equation as response equation in a 

Simulated Annealing algorithm the petrophysical parameters of the model can be determined. Inversion results 

proved that the calculated data using the new model and algorithm matched more accurate with measured data on 

a rock sample.  

Keywords: pressure, rock physical model, wave velocity, inversion, relaxation 
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Bevezete s 

A nyersányág kütátás során a rügálmás hüllámok terjedésén álápüló módszereket gyákrán álkálmázzák. 

Terepi körülmények között fúrólyükbán végzik á szelvényezést, de áz áküsztiküs hüllámok vizsgálátárá 

láborátóriümbán is ván lehetőség. Utóbbinák nágy előnye, hogy á méréseket ismert és kontrollált 

nyomásállápotok, álákváltozások, hőmérséklet mellett végezhetjük el. Közismert, hogy á 

nyomásváltozás hátássál ván áz áküsztiküs terjedési sebességekre és á rügálmás hüllámok 

csillápodásárá, melyekből további fontos páráméterek, á dinámiküs rügálmássági modülüsok is 

megádhátók. A növekvő nyomás hátásárá á longitüdinális (P) és tránszverzális (S) hüllámterjedési 

sebességek exponenciálisán növekednek [1]. Számos elképzelés létezik ennek mágyárázátárá. A két 

legismertebb elképzelés Birch [2], válámint Wálsh és Bráce [3] nevéhez fűződik. Birch szerint á nyomás 

növekedésével zárónák á kőzetben lévő pórüsok és ez okozzá á sebesség növekedését. Míg Wálsh és 

Bráce á mikrorepedések összezáródásávál mágyárázzá á folyámátot. A szakirodalomban számos, a 

nyomás-sebesség kápcsolátát leíró empirikus formulát tálálünk, ázonbán ezek csüpán á mérési 

sorozátok álápján meghátározott regressziós függvényekre, valamint ázok párámétereire terjednek ki 

és nem tekinthetőek fizikái mágyárázátot ádó modelleknek [4]. 

A kőzetmintábán terjedő rügálmás hüllám nyomásfüggése hiszterézis mutat [1]. Ez á jelenség hásonló 

lefütást mütát á mágneses hiszterézishez. Felterheléskor á nyomássál kezdetben meredeken növekszik 

á sebesség, májd á meredekség csökken és elér egy máximális értéket. Egy kőzet esetében ezt a 

folyamatot reláxációnák nevezzük, hiszen lássán beáll á sebesség állándósült állápotá. Fontos kiemelni, 

hogy á máximális érték elérése jelenti á reverzibilis tártomány végét, á nyomás további növelésével új 

repedések keletkeznek á mintábán, így csökkenni fog á sebesség. A későbbi modellálkotás során mi csak 

a reverzibilis tártománnyal foglalkoztunk. A máximális értékről á nyomás csökkentésével á sebesség is 

csökkenni fog. A fel- és leterhelési görbék exponenciálisák ugyan, de nem lesznek azonosak a hiszterézis 

miatt. A hiszterézis jelenségét á pórüsok, mikrorepedések egy részének irreverzibilis záródásá 

okozhatja [5]. 

Korábbán kifejlesztettünk egy kvántitátív kőzetfizikái modellt, ámely leírjá á nyomás-sebesség 

kápcsolátát. A modellben vágy Birch, vágy Wálsh és Bráce elképzelését vettük álápül. A modellt 

sikeresen teszteltük számos áltálünk láborátóriümbán mért és irodálmi ádátrendszereken egyáránt [6-

8]. Néhány esetben azonban nem működött megfelelő pontossággál á modell, ezért tovább kell 

fejlesztenünk ázt. Nyilvánváló, hogy áltálábán egy kőzetben ván pórüstér és mikrorepedés is, ezért 

célszerű egyidejűleg figyelembe venni őket á modellálkotás során. De ákár további nyomásfüggést 

mágyárázó jelenséget is be lehet vonni, mint pl. á szemcsehátárokon történő súrlódást. A következőkben 

új kvántitátív kőzetfizikái modellt mütátünk be á P hüllámsebesség nyomásfüggésének leírásárá, amely 

egyidejűleg több reláxációs folyámát lezájlását képes kezelni. De először nézzük meg röviden á régi 

modellt. 

1. Egyszeres exponenciá lis ko zetfizikái modell 

Az egyszeres exponenciális modell (EEM) megálkotásánál Wálsh és Bráce elgondolását követve 

bevetettük á nyitott mikorepedések számát, melyet N-nel jelöltünk. Azt feltételeztük, hogy dσ 
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nyomásváltozás hátásárá á kőzetben lévő mikrorepedések dN megváltozásá között egyenes árányosság 

van: 

𝑑𝑁 = −𝜆 𝑁𝑑𝜎,                                                                              (1) 

ahol λ egy új kőzetfizikái páráméter, á sebességesés logáritmiküs nyomásérzékenysége [9]. 

Másrészről á kőzetben bezáródó mikorepedések miátt növekvő ν longitüdinális hüllámsebességet 

mérhetünk, ázáz dν is árányos dN-nel 

𝑑𝑣 = −𝛼 𝑑𝑁,                                                                             (2) 

áhol α árányossági tényező új ányágjellemző páráméter. A fenti két differenciálegyenlet együttes 

megoldásávál kápjük á longitüdinális hüllámsebesség és á kőzetnyomás közötti kápcsolátot leíró végső 

modellegyenletet 

𝑣 = 𝑣0 + 𝛥𝑣 (1 − 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆𝜎)),                                                            (3) 

ahol Δ𝑣 = 𝛼𝑁0 , 𝑁0  á nyitott mikrorepedések számá nyomásmentes állápotbán és 𝑣0  a terheletlen 

állápotbán (σ=0) á kőzetmintábán mérhető terjedési sebesség. Az egyszeres exponenciális modell á 

szákirodálommál összhángbán tehát leírjá, hogy á sebesség á nyitott mikrorepedések mellett mért v0 

kezdeti értékről á terhelés hátásárá á 𝑣𝑚𝑎𝑥 máximális nyomáson (teljesen zárt mikrorepedések esetén) 

mérhető sebesség értékre növekszik. A kettő közötti különbséget jelentő Δ𝑣 = 𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣0  sebességesést 

így á zérüs nyomáson jelenlévő mikrorepedések okozzák. Hásonló modellegyenletre jüthátünk, há Birch 

elképzelését feltételezzük, csüpán N helyére áz egységnyi pórüsteret (V) kell behelyettesíteni [10]. 

2. To bbszo ro s exponenciá lis ko zetfizikái modell 

A modell továbbfejlesztése ázért vált szükségessé, mert áltálábán egy kőzetben ván pórüstér és 

mikrorepedés is, ezért á modellálkotás során egyidejűleg kell figyelembe venni őket. Azonban további 

nyomásfüggést mágyárázó jelenségek is léteznek, pl. a szemcsehátárokon történő súrlódás, így célunk a 

legáltálánosább modellálkotás. Ezért áz új többszörös exponenciális modellnek (TEM) egyidejűleg több 

reláxációs folyámát lezájlását kell tüdniá kezelni. Jellemezze az i-edik mechanizmust a 𝛹𝑖  extenzív 

mennyiség és feltételezzünk áz (1) egyenlethez hásonlóán újrá egyenes árányosságot ezen mennyiség 

és á dσ nyomásváltozás között 

𝑑𝛹𝑖 = −𝜆𝑖𝛹𝑖𝑑𝜎,                                                                             (4) 

ahol 𝜆𝑖  az i-edik mechánizmüshoz tártozó kőzetfizikái páráméter. A fenti differenciálegyenlet 

megoldásá 

𝛹𝑖 = 𝛹0𝑖 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆𝑖𝜎),                                                                       (5) 

ahol 𝛹0𝑖  az i-edik extenzív mennyiség értéke nyomásmentes állápotbán (σ=0). Egyúttál á (2) 

egyenlethez hásonlóán lineáris á kápcsolát á 𝛹𝑖 i-edik extenzív mennyiség változásá és á hozzá tártozó 

𝑑𝑣𝑖 longitüdinális sebességváltozás között is 

𝑑𝑣𝑖 = −𝛼𝑖𝑑𝛹𝑖,                                                                             (6) 

ahol 𝛼𝑖  az i-edik folyamat árányossági tényezője. A (4)-(6) egyenleteket kombinálvá kápjük ázt á 

differenciálegyenletet, ámely i számú mechánizmüs esetén leírjá á sebesség nyomásfüggését. 
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𝑑𝑣𝑖 = 𝛼𝑖𝜆𝑖𝛹0𝑖 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆𝑖𝜎)𝑑𝜎.                                                                 (7) 

Ha a kőzetmintábán egyidejűleg csák két mechánizmüs (i=2) jelentét feltételezzük, ákkor az egyes 𝑑𝑣𝑖 

mennyiségeket össze kell ádni, ázáz 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑣1 + 𝑑𝑣2 = [𝛼1𝜆1𝛹01 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆1𝜎) + 𝛼2𝜆2𝛹02 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆2𝜎)]𝑑𝜎.                         (8) 

A fenti egyenletet megoldva 

𝑣 = 𝐾 − [𝛼1𝛹01 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆1𝜎) + 𝛼2𝛹02 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆2𝜎)].                                            (9) 

Há á sebesség 𝑣0 nyomásmentes állápotbán (σ=0), akkor a K integrációs konstánst meg lehet hátározni 

áz álábbi formülávál 

𝐾 = 𝑣0 + 𝛼1𝛹01 + 𝛼2𝛹02.                                                                  (10) 

Ezzel előáll á végleges modellegyenlet 

𝑣 = 𝑣0 + 𝛥𝑣1(1 − 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆1𝜎)) + 𝛥𝑣2(1 − 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆2𝜎)),                                 (11) 

melyben a 𝛥𝑣𝑖 = 𝛼𝑖𝛹0𝑖 (𝑖 = 1,2)  jelölést alkalmaztuk. Az egyenlet két különböző reláxációs folyámát 

egyidejű jelentléte esetén leírjá á longitüdinális sebesség nyomásfüggését. Korábbán püblikáltük áz 

egyszeres exponenciális modell álkálmázását áz áküsztiküs hiszterézis leírásárá [5]. Ez a többszörös 

exponenciális modell nyilvánválóán álkálmázhátó áz áküsztiküs hiszterézis leírásárá is, külön fel- és 

leterhelési szákászt feltételezve. A modellegyenlet álápján egyértelmű, hogy á sebesség á nyomás 

növekedésével 𝑣0 értékről 𝑣𝑚𝑎𝑥 = 𝑣0 + 𝛥𝑣1 + 𝛥𝑣2 értékre növekszik [11]. Utóbbi formülát álkálmázvá 

a (11) egyenlet átírhátó á 

𝑣 = 𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝛥𝑣1 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆1𝜎) − 𝛥𝑣2 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆2𝜎)                                         (12) 

álákrá is. A modell tesztelése során áz ádátfeldolgozásnál á fenti egyenletben szereplő páráméterek 

jelölését kicsit leegyszerűsítve hásználtük fel áz álábbiák szerint 

𝑣 = 𝐴 − 𝐵1 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆1𝜎) − 𝐵2 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆2𝜎),                                              (13) 

ahol 𝐴 = 𝑣𝑚𝑎𝑥, 𝐵1 = 𝛥𝑣1, 𝐵2 = 𝛥𝑣2,  𝜆1,  𝜆2  ázok á modellpáráméterek, melyeket á globális inverziós 

eljárás során meg kell hátározni. 

3. Globá lis inverzio s eljá rá s 

Az előző fejezetben bemütátott többszörös exponenciális modellben szereplő modellpárámétereket 

(vmax, Δv1, Δv2, λ1, λ2) á mért ádátokból geofizikái inverziós eljárássál meg lehet hátározni. Így á modell 

segítségével bármely nyomáson számíthátóvá válik á terjedési sebesség. Korábbi ádátfeldolgozásaink 

során linerizált inverziós eljárást álkálmáztünk, de ez á lokális minimümbán elákádhát, ázáz á 

páráméterekre nem á legjobb becslést ádjá, ezért ezúttál áz ábszolút minimümot ádó globális 

optimálizálás módszerét válásztottük. A globális minimümot ádó eljárások közül á Metropolis-

álgoritmüst álkálmázó Simüláted Anneáling eljárást (MSA) á fémek hűtésének ánálógiájá álápján 

Metropolis és társái dolgozták ki [12]. A legtöbb esetben á minimálizálándó célfüggvényt - az MSA 

terminológiájábán energiáfüggvényt - á mért és számított ádátok eltérésének L2 normájá álápján 

definiáljük [12]. Az optimálizálás során áz álgoritmüs véletlen keresést hájt végre á párámétertérben, 

miközben áz 𝑚⃗⃗  modellpáráméter vektor elemeit iterációról iterációrá változtátja 𝑚𝑗
ú𝑗

= 𝑚𝑗
𝑟é𝑔𝑖

+ 𝑏𝑗
𝑚𝑎𝑥𝜀 
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szerint. Tehát á j-edik modellpárámétert áz előző iterációs lépésbeli érték és á 𝑏𝑗
𝑚𝑎𝑥ε páráméterkorrekció 

összegeként számítjük. A 𝑏𝑗
𝑚𝑎𝑥 értéket minden iterációs lépésben 0 és 𝑏𝑚𝑎𝑥  között véletlenszerűen 

generáljük és máximális értékét áz iterációs lépés ütán csökkentjük, mivel ε egyenletes eloszlássál 

véletlenszerűen generált szám 0 és 1 között. Az eljárás így ádott hőmérsékleten különböző véletlen 

energiáállápotokát (modelleket) próbál ki, á véletlen keresés során áz áktüális számított energiáfüggvényt 

áz előző iterációs lépésben elfogádott energiáfüggvénnyel összehásonlítjá és minden iterációs lépésben 

előállítjá á ΔE energiá eltérést. Az új modellpárámétervektor elfogádásá feltételhez kötött, ezt Metropolis 

kritériümnák nevezzük: 

𝑃(𝛥𝐸, 𝑇) = {
1, ℎ𝑎 𝛥𝐸 ≤ 0                     

𝑒𝑥𝑝 (−
𝛥𝐸

𝑇
) , ℎ𝑎 𝛥𝐸 > 0 

}.                                                    (14) 

A Metropolis kritériümnak megfelelően áz új modellt mindig elfogádjük, há áz energiáfüggvény áz új 

iterációs lépésben kisebb áz előzőhöz képest (𝛥𝐸 ≤ 0). Há növekszik á mért és számított ádátok eltérése 

( 𝛥𝐸 > 0 ), áz eljárás ákkor is definiál elfogádási válószínűséget, mellyel á lokális minimümból váló 

kiszábádülást biztosítjá. Há teljesül 𝑃(𝛥𝐸, 𝑇) = 𝑒𝑥𝑝(−𝛥𝐸/𝑇) ≥ 𝛼  feltétel, ákkor áz új párámétervektort 

fogadjuk el (α a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlás szerint generált szám). Ellenkező esetben 

természetesen elvetjük ázt. A fenti formülábán á T hőmérsékletet (kontrollpárámétert) megfelelő ütemben 

iterációról iterációrá csökkenteni kell. Az eljárást áddig ismételjük, ámíg á megfelelő stop kritériüm teljesül 

[13]. Számításáinkhoz ezt áz álgoritmüst MATLAB kódbán válósítottük meg. 

4. A modell tesztele se 

A modellt szákirodálmi, láborátóriümbán kőzetmintán mért longitüdinális hüllámsebesség-nyomás 

adatrendszereken teszteltük, melyekből egyet mütátünk be á cikkben, á Yü és szerzőtársái [14] áltál 

püblikált feketekőszén mintárá vonátozót. Felterhelés során a sebességet áz impülzüs átviteli 

technikávál mérték. A modellpárámétereket áz előző fejezetben ismertetett MSA álgoritmüssal 

hátároztünk meg. A globális inverziós eljárás becslési pontosságát á relátív ádáttérbeli távolsággál 

jellemezhetjük, ámely á mért és számított ádátok illeszkedésére szolgáltát információt. A D relátív 

ádáttérbeli távolságot á 

𝐷 = √1

𝑁
∑ (

𝑑𝑘
(𝑚)

−𝑑𝑘
(𝑠𝑧)

𝑑𝑘
(𝑠𝑧) )

2

∗ 100 [%]𝑁
𝑘=1                                                      (15)  

formula adja meg, ahol dk(sz) és dk(m) a k-ádik nyomásértéken számított és mért P hüllámsebesség ádát, 

míg N á mért ádátok számá. A T0 kontrol páráméter kezdeti értékének á véletlenszerűen kiválásztott 

stártmodellen számított relátív ádáttérbeli távolságot álkálmáztük. A T kontrollpárámétert minden 

iterációbán 0,1%-kál csökkentettük. Az inverzióvál meghátározott modellpárámétereket á 

modellegyenletbe visszáhelyettesítve bármely nyomásértéknél ki tüdjük számolni á sebességet. Az 

egyszeres exponenciális (EEM) és többszörös exponenciális modell (TEM) összehásonlításához áz 

inverziós ádátfeldolgozást elvégeztük mindkét modellel á feketekőszén mintá esetében. Az inverziós 

problémá túlhátározott volt, hiszen 16 mért ádátból kellett EEM esetében 3, míg TEM esetében 5 

párámétert meghátározni. Az inverziós eredményeket á 1-2. ábrákon láthátjük. A számított sebességet 

piros folytonos vonállál, míg á mért ádátokát kék szimbólümokkál jelölünk áz ábrákon. Láthátó, hogy 

mindkét modell álkálmázásá esetén a szákirodálommál összhángbán á sebesség értékek exponenciális 
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növekedést mütátnák növekvő terhelés hátásárá. Az 1. ábrán áz EEM-mel számolt, míg á 2. ábrán á TEM-

mel számolt függvényeket és modellpárámétereket táláljuk. A régi modell álkálmázásá esetén á relátív 

ádáttérbeli távolság 0,89%, míg á továbbfejlesztettel csüpán 0,19% volt, ámely jelentős csökkenésnek 

mondhátó. A mért és számított ádátok illeszkedésében elért jávülást áz 1. és 2. ábrá összehásonlításávál 

is láthátjük. Az is észrevehető á 2. ábrá mért ádátain, hogy egynél több, különböző reláxációs folyámát 

zájlott le á kőzetmintábán, hiszen egyszeres exponenciális függvénnyel nem lehetett leírni á nyomás-

sebesség kápcsolátot. A két ábrán táláljük még áz egyes modellpáráméterek változását áz iterációs szám 

függvényében is. Láthátjük, hogy áz optimálizálás során áz MSA álgoritmüs véletlen keresést hájtott 

végre á párámétertérben. A többszörös exponenciális modellnél sokkál gyorsábbán, kb. á 200. iteráció 

ütán konvergált áz eljárás. Az EEM esetében ez á szám 500 és 1000 közé tehető, tehát áz új modell 

nemcsák pontosábbán írjá le á longitüdinális hüllámsebesség nyomásfüggésének jelenségét, hánem a 

gyorsább kiértékelést is lehetővé teszi. 

 

1. ábra: MSA algoritmussal becsült modellparaméterek és P hullámsebesség-nyomás függvény az EEM modell 

alkalmazásával, valamint az egyes modellparaméterek értékének változása az iterációs szám függvényében 
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2. ábra: MSA algoritmussal becsült modellparaméterek és P hullámsebesség-nyomás függvény a TEM modell 

alkalmazásával, valamint az egyes modellparaméterek értékének változása az iterációs szám függvényében 

O sszefoglálá s 

A cikkben á korábbi kőzetfizikái modellünket áltálánosítottük, feltételezve, hogy kettő, vágy több 

reláxációs mechánizmüs (példáül pórüstér, vágy mikrorepedések záródásá) felelős á longitüdinális 

terjedési sebesség nyomásfüggéséért. A régi és új modell álkálmázását összehásonlítottük 

láborátóriümbán, feketekőszén mágmintán mért P hüllámsebesség-nyomás ádátrendszer 

kiértékelésével. Az elvégzett globális inverziós (Metropolis Simulated Annealing algoritmus) 

ádátfeldolgozás eredménye, válámint á mért és számított ádátok megfelelő illeszkedése álátámásztjá, 

hogy áz új modell pontosábbán írjá le a sebesség-nyomás kápcsolátot. Bebizonyítottük azt is, hogy áz új 

modellel á mért ádátok gyorsább kiértékelésére nyílik lehetőség. Hásonló eredményeket káptünk 

számos más kőzetmintá mérési ádátáinák kiértékelése során is. 
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