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Geometry around us - development of the skills for
students in the secondary education
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Abstract. In the framework of the project EFOP-3.6.1-16-2016-00022 00022 ,,Debrecen Venture Catapult Program”t
workshops are held in secondary schools in order to show for the students that the precise knowledge about the
mathematical backgrounds is an important part of the engineers works. We give lot of examples in our
environment for appearing of quadratic surfaces; for instance in architecture, in mechanical engineering life (gear-
wheels, twist drills,...etc.). The development of geometrical spatial ability happen by the help of using 3D-animations,
moreover we investigate the changing of the shape of surfaces by mathematical shoftwares. We are going to built
hyperboloid of one sheet and hyperbolic paraboloid.

Absztrakt. Az EFOP-3.6.1-16-2016-00022 00022 ,Debrecen Venture Catapult Program” keretében szakkar jellegii
rendezvényeket tartunk féként a kézépiskolds korosztdlynak. Cél, hogy a didkok szdmdra vonzovd vdljon a mérnéki
pdlya, mdsrészt jatékos formdban érzékeljék a preciz matematikai hdttértudds fontossdgdt e teriileten. Szdmos
példdt mutatunk a hétkéznapi életb6l mdsodrendii feliiletek megjelenésére. Manudlis tevékenységgel és
matematikai szoftvereket haszndlva 3D animdcidk segitségével e matematikai témakér megismerésével
fejleszthetjiik a térérzékelést is. A foglalkozdsokon példdul egyképenyii hiperboloidot és hiperbolikus paraboloidot
modelleziink.

Bevezetés

A sikeres pdalyavalasztashoz kulcsfontossagd, hogy a kozépiskolasok megfelel6 tajékozottsaggal
rendelkezzenek arr6l, hogy milyen tudomanyteriileteken kell mélyiteni tudasukat ahhoz, hogy
diplomajuk megszerzése utan az illetd tevékenységkor hasznos miivelivé valjanak.

Tudomanynépszertisitd eléadas és jatékos foglalkozas keriil kidolgozasra EFOP-3.6.1-16-2016-00022
00022 ,Debrecen Venture Catapult Program” projekt keretében a debreceni (f6ként) kozépiskolas
korosztaly szamara tobbek kozott abbol a célbdl, hogy felkeltse érdeklédésiiket a miiszaki palya irdnt
és tudatositsa a természettudomanyos ismeretek fontossagat e tertileten.

A foglalkozas a térgeometria témakoron beliil a nevezetes feliiletek geometriaja ismeretanyaganak
elsajatitasat célozza meg manualis tevékenységekkel. Az alap- és kozépfoku oktatasban alapvetd
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fontossagld, hogy a matematikai fogalmak megalapozasa tapasztalatszerzés utjan torténjen. A
masodrendii feliiletek témakore jol kapcsolhatd mindennapi élményeinkhez, hiszen ezekkel a
feliiletekkel, mint példaul szerszamfeliletekkel, épiiletek tetGszerkezetével kornyezetiinkben minden
nap talalkozunk.

1. A foglalkozas menetrendje

Els6ként egy rovid eldadast tartunk: részletesen foglalkozunk gombokkel, forgas ellipszoidokkal,
egykopenyli forgas hiperboloidokkal és hiperbolikus paraboloidokkal. Megismerésiik igényét
kornyezetlinkben fellelhet6 példakkal motivaljuk (Idsd 1. dbra). Tehat az els6 allomas: gyakorlati
példdk masodrendli feliiletekre. A miiszaki palyara készild tanulék szamadara nagyon fontos a
masodrendd forgasfeliiletek ismerete, hiszen rengeteg ilyen feliilettel taldlkoznak: fogaskerekek,
kupszeri tet6szerkezetek, er6mivek hiit6tornyai, stb.

L ey

Forgdshiperboloid egykdpenyii hiperboloid

(Millendris Park, Budapest) (erémii hiitétornya, Lingen)

-

gomb egykdpenyii hiperboloid ellipszoid
(fogaskerék vdltéban)

1. dbra: Mdsodrendii feliiletek kérnyezetiinkben.
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Ezen felliletek tanulmanyozasdhoz sziikség van a kor, ellipszis, hiperbola és parabola - algebrailag
masodrendl gorbék - ismeretére, igy a masodik allomas az imént emlitett kupszeletek
mértanihelyes definicidjdnak megadasa és megértése. Tanulaselméletek szerint a tapasztalati
tanuldsnak harom szintje van: a) a cselekvd tanulas egy tevékenységbdl indul ki, az ennek soran
megszerzett tudas e tevékenység mellékterméke; b) a szemléletes tanulas szemléltetGeszkozok
hasznalatan alapul; c) a fogalmi szinti tapasztalati tanuldas a szemléltetések helyett a verbalis
ismeretszerzésen alapul; ez utébbi forma magasabb oktatdsi szinten valésithaté meg
eredményesebben [1]. Cselekvd tanulas céljabdl rajzoltathatunk kort és ellipszist (Idsd 2. dbra).

2. dbra: Ellipszis és kér manudlisan

Ezutdn a GeoGebra program segitségével (lasd 3. dbra) animacioként megmutatjuk azt, amit a tanulék
megrajzoltak, és rogzithetjiik a kor és ellipszis definiciéjat: A kérvonal a sik azon pontjainak halmaza,
amelyek a sik egy adott pontjatdl egy adott tavolsadgra vannak. Az adott pont a kér koézéppontja. Az
ellipszis azoknak a sikbeli pontoknak a halmaza, amelyeknek két adott ponttdl (a két fokuszponttol Fr -
tol és F»-t6l) , mért tavolsaguk osszege allandd, és ez az allandé nagyobb, mint a két fokuszpont

tavolsaga.

g = 5.52
\ /) h =448
\\ {I
So s c=10

3. dbra: Animdcidk a kér és ellipszis fogalmdhoz

A hiperbola és parabola definici6jat mar csak a GeoGebra programot hasznalva (lasd 4. 4bra) animacié
segitségével vezetjiik be: A hiperbola azoknak a sikbeli pontoknak a halmaza, amelyeknek két adott
ponttol (a két fokuszponttodl Fi -t6l és Fo-t6l), mért tavolsaguk kiillonbségének abszolutértéke allando,
és ez az allandé kisebb, mint a két fokuszpont tavolsaga. A parabola azon pontok halmaza a sikon,
amelyeknek a sik egy adott v egyenesétdl (vezéregyenes) és egy v-re nem illeszkedd F pontjatol
(fékuszpont) vett tavolsaga egyenld. A harmadik allomas a térbeli transzformaciok koziil a tengely
korili forgatds attekintése. Térbeli forgatasnal sziikség van egy t egyenesre, mely koril forgatunk,
114



International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 3. (2018). No. 5
DOI:10.21791/1JEMS.2018.5.13.

valamint egy o szogre, hogy milyen mértékkel. Az a egy iranyitott szog, ami azt jelenti, hogy pozitiv
sz0g esetén az Oramutatd jarasaval ellentétesen, mig negativ szog esetén az Oramutatd jarasaval
megegyezben forgatunk. Egyenes koriili elforgatas esetén az egyenes pontjai fixpontok, azaz a forgatas
sordn a képpont megegyezik az eredeti ponttal. Ha a P pontot a t egyenes nem tartalmazza, akkor a
képe az a P’ pont lesz, melyre teljesiil, hogy P és P’ pontnak a t egyenestdl vett tavolsdga megegyezik,
valamint PtP’ szog nagysaga és irdnya a megadott a szog. Ezzel a térbeli transzformacidval a tanuldk a
kerettanterv szerint 9. osztalyban ismerkednek meg [5].

61

< o
\P\F Szakasz(F,, P): 12.68
Szakas P,\ T)’\ZGB\?‘

3.21 4
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|

PA= 1397

4. dbra: Animdciok a hiperbola és parabola fogalmdhoz

Térbeli forgatas segitségével szemléltethetjiik az ellipszoidot, egy- illetve kétkdpenyt
hiperboloidot és a paraboloidot. Legegyszer(ibb sikbeli modelleket egy dréthoz rogzitve
megforgatni; az ellipszist a kis- és nagytengelye koril is, a hiperbolat a valés- és képzetes
tengelye koriil is. Megismerkediink a térbeli modellekkel. A GeoGebra programmal animacié
segitségével szemléltetjiik, hogy forgastengellyel kitéré egyenes forgatidsaval egykopenyi
hiperboloidot kapunk (lasd 5. dbra).
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5. dbra: Térbeli modellek és animdcio

Hiperbolikus paraboloidhoz/nyeregfeliilethez Ggy jutunk, hogy két merdleges sika és ellentétes
tengelyiranya parabolat valasztunk, és az egyiket gy mozgatjuk, hogy sikjanak allasa és tengelyének
iranya valtozatlan maradjon, tengelypontja pedig a masik parabola végigfut.

»,Ha két kitéré egyenes és egy ezeket metszd sik van adva, s ha az adott egyeneseken at olyan
egyeneseket fektetlink, amelyek az adott sikkal parhuzamos allasuak, akkor ezek az atfektetett
egyenesek hiperbolikus paraboloidot alkotnak. Ilyen médon minden hiperbolikus paraboloidhoz
eljuthatunk.” (lasd [6])

A foglalkozas negyedik allomasaként elkészitjiik az alabbi modelleket (korosztalytél és id6kerett6l

fligg6en valasztunk, lasd 6. abra):
a) akorill ellipszis kdrmetszet- modelljét készitjiik el papirbdl,
b) gumiszallal kilapithaté és térbe visszaugré nyeregfeliiletet fiiziink,

c) hurkapélca és gumigyliriik segitségével egykdopenyi hiperboloidot alkotunk.
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6. dbra: Modellek készitése

Eddig a pontig a foglalkozas altalanos iskolasok szamara is megtarthato.

A téri képességek fejlesztésének szamos korszerii eszkdze ismert. Napjainkban igen fontos
szerephez jut a haromdimenzidés modellezés, melynek révén a tanulni vagy6k haromdimenzios
alakzatokat mozgathatnak, fejlesztve ezaltal téri képességeiket (1asd [2], [3], [4]).

Az otodik allomas a masodrendi felliletekkel kapcsolatos algebrai és geometriai ismeretek
rovid attekintése, a hatodik pedig online szoftver haszndlata, mely segitségével a targyalt
feliiletek alakvaltozdsanak moédja tanulmanyozhaté az algebrai paraméterek valtoztatdsanak
fliggvényében. Ez utobbi két allomast 12. évfolyamon, matematika irant érdekl6d6 tanulok
szamdra ajanljuk.

1.1. Masodrendyii felliletek elmélete kozépiskolasoknak

1.1.1. Algebrai hdttér
El6szor a masodrend( gorbékkel ismerkediink. Egy masodrend( gorbe a sikban az
Ax?+By?+Dxy+Gx+Hy+K =0

egyenlettel adhaté meg. ahol A,B,D,G,H,K rogzitett valds konstansok, és az x,y a valtozok. Itt
feltételezziik, hogy az A,B,D,G,H,K egyiitthatok egyszerre nem tlinnek el. Barmely masodrendi
gorbe egyenlete a koordinata-rendszer egybevagdsagi transzformacidkkal az alabbi kanonikus alakok
valamelyikére hozhaté (lasd [6]):

x2  y? oy P . x2  y? ..

ZtE= 0 - egy pont P 0 -metsz0 egyenespar 2t = —1 - iires halmaz

2 42 L. x2  y? 0 2 _

a2tE= 1 - ellipszis Pl i 1 - hiperbola y* = 2px - parabola

22 x2 . x2 , p
o= 0 - egy egyenes == —1 -ires halmaz == 1 -parhuzamos egyenespar

1. tabldzat: Mdsodrendii gérbék

Az ellipszis és hiperbola egyenletét tekintve azok megadhat6k matrixos formaban is k-S-kT =0
médon, ahol k = (x y 1) és
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Iy 0 o0 Iy 0 0
Seuipszis = | 0 1/b2 0 | €S Shiperboa = o — 1/b2 0
0 0 -1 0 0o -1

Egy masodrendid feliilet a haromdimenziés térben (az xyz térbeli koordinata rendszerben) a
kovetkezé alakban adhat6 meg:

Ax?+ By?+ Cz?+Dxy+ Exz+ Fyz+ Gx+Hy+]Jz+ K =0 (D

ahol 4,B,C,D,E,F,G,H,], K rogzitett valos konstansok, és az x,y, z a valtozok. Itt feltételezziik, hogy
az A,B,C, D, E, F egyiitthatdk egyszerre nem tlinnek el.

Matrixos formaban az (1) egyenlet 7+ M - #7 = 0 alakban irhat6, ahol 7 = (x y z 1) és
( a Pl Efy ¢ 2\
| by 2 B Fy 2 Hy 2 |
\E/Z F/Z C ]/2 /

“h Uy I,k

M= 2)

A masodrendii feliiletek lehetnek:

ellipszoidok, gombok, egykopenyli hiperboloidok, kétkopenyii hiperboloidok, kudpok, elliptikus
paraboloidok, hiperbolikus paraboloidok, hengerfeliiletek.

2 2 2
Az altalanos, haromtengely(i ellipszoid (lasd 7. dbra) egyenlete z—z + % + i—z = 1. Ekkor a (2) matrix

alakja

s

0
0o 1 0
Mellipszoid = /b2
o o 1/, o0
0 0 90 -1

Feltéve, hogya = ¢ = b, a ¢ = b esetben orsdszferiodrél, ¢ = a esetén lencseszferoidroél beszéliink.

7. dbra: Ellipszoid
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2 2 2
Az altalanos egykopeny(l hiperboloid egyenlete %+Z—2—i—2=1, a kétkopenylié pedig

2
i e 1. A forgasi hiperboloidokat akkor kapjuk, ha a =b. Hasonld moédon, mint az

ellipszoidnal ezek is beazonosithatéak matrixaikkal (lasd 8. abra).

Erdeklédé 12. évfolyamosoknak megmutathatjuk, hogy az exponencialis fiiggvények segitségével

definidlt ch(v) = e”*j"’

illetve ch?v — sh?v = 1 azonossagokat felhasznalva az
{(a-ch(@)-cos(u),a-ch(v)-sin(u),c-sh(v)) € R3| (w,v) € [0,2r[x R}

X

és sh(v) = % hiperbolikusz fiiggvényeket és a cos?u + sin’u =1

2 y2  z? 4 PR .
st 2= 1 egyenleti forgasi hiperboloid.

maédon definialt ponthalmaz éppen az s ==

1.1.2.Mdsodrendli feliiletek és szoftverek

A Wolfram a kereskedelmi céld Mathematica szoftver fejlesztdje. A WolframAlpha ennek a
fejlesztésnek a tudasat hasznalé tudomanyos keresd szoftver. Nagy hattértudassal rendelkezik,
elméleti és szamitasi kérdéseket is megvalaszol, igaz csak angol nyelven. Hatranya, hogy az
eredményeket nem tarolja. Online jellege miatt vonz6 a fiatalok szamara, hiszen majdnem minden
kozépiskolas rendelkezik okostelefonnal. A WolframAlpha elérhet6sége:
http://www.wolframalpha.com

A szoftver segitségével tanulmanyozhatjuk masodrendd feliileteinket (lasd 8. abra).

{xyz1¥*{{1/a*2,0,0,0},{0,1/6*2,0,0,{0,0,1/*2,0},{0,0,0,-TH*{x,y,z,1}=0 where a=2,b=3,c=4

one-sheeted hyperboloid

Pl

(=]

dx, ¥, 5, 11=0 a=2,b=3,c=4
0

-1

Ix, ¥, 3, 1L

bl

o o
o o T o
=1

-1=0

=",
Ll ®
ol
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*, A - A K A AL = = = =
{xy.z,1/{{1/2*2,0,0,0},{0-1/b*2,0,0:,{0,0,-1/c*2,0}{0,0,0,- 1 }}*{x.y,2,1}=0 where a=4, b=2, ¢c=3 two-sheeted hyperboloid

ﬂiz 0 0 0
0 -+ 0 0
x, v, z, 1. b* Ax, ¥, 2 11=0 a=4b=2c=3
0 0 -+ 0
[l 10
0 0 0 -1
X =2
—-ﬁ-—-lzo
16 4 9

8. dbra: Egykdpenyti- és kétképenyii hiperboloid

2 2
Ezekutdna — % + % - % = 0 nyeregfeliilet matrixdnak meghatarozasat mar a tanuldkra bizhatjuk.

{xy.z,1¥{-1/b*2,0,0,0},{0,1/a*2,0,0},{0,0,0,-1/(2c)}{0,0,-1/(2c),0}}*{x.y,z,1}=0 where l Surface plot:

Input interpretation

-bia 0 0 0
0o & 0o o0
x, ¥,z 1. “ L Hx vz =0 a=4b=3c=
0 0 -5
0o o0 -1 o0
2c
Result: Real solution:
12 y2 z 1
RIS A —
0 *16 2 z_?2[9y2—16x2}

9. dbra: Hiperbolikus paraboloid

A kétvaltozds valos értéki fliggvények bizonyos regularitasi feltételek mellett feliileteket hataroznak
meg. A 9. abran szereplé hiperbolikus paraboloidot megadd Kkétvaltozds valds fliggvényt a
WolframAlpha a ,,3D plot f(x,y)=2*(-x"2/50+y"2/9) ” paranccsal rajzolja ki.

Osszegzés

A mérnoki palyara jelentkez6 kozépiskolasokban tudatositani kell, hogy a szakmai targyak értelmezd
tanulasahoz elengedhetetlen a matematikai hattér ismerete és a térlatas. David Hilbert szavaival élve
»A geometrianak nagy vonasokban valé bemutatasa a szemléletes gondolkodasmdéd kapcsan arra is
alkalmas, hogy a ko6zonség szlikebb korében a matematika helyesebb méltatdsahoz hozzasegitsen.”

Bizzunk benne, hogy leendé mérnokpaldntdink kore kival6an alkalmas erre.
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