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Abstract. Application of numerical methods and stochastic approach should have a bigger role in the Mathematics
programme of the secondary schools. Studying economic and engineering problems leads to better understanding of
the significance of mathematical models in practice. In our mini-course we introduce several topics related to
mathematical modelling of systems and processes to present the applicability of mathematical calculation methods
in the everyday life.

Bevezetés

A kozépiskolai matematikaoktatas kevés hangsulyt helyez a mérnoki szemlélet formalasara, ezen beliil
a kozelité szamitasok, becslés, mérés, interpolacié kérdéskorre, és altalaban a numerikus
modszerekre. Az analitikus megkozelités kizarolagossaga, a pontos érték meghatarozasa nem formalja
kell6képpen a mliszaki modellek és problémamegoldashoz sziikséges szemléletmodot.

A numerikus szdmitdsok szerepe a miiszaki modellekben” cimmel egy olyan 2-3 6ras kozépiskolai
foglalkozast készitettlink el6, melyen szdmos egyszer(i példat mutatunk be becslésre és kozelitésre, és
bemutatunk olyan feladatokat is, melyek ravilagitanak a statisztikai kovetkeztetések szerepére is.

A foglalkozas célja a felvetett kérdéskorok bemutatasa, a felvet6d6 kérdésekre a gyakorlatban adott
valaszok ismertetése, a sajat tapasztalatokra, példakra valé rakérdezés. A foglalkozas része, a tanulék
gondolkodasmodjanak felmérése céliranyos kviz kérdésekkel. A valaszok megbeszélése elvezet a
targyalni kivant témdakhoz. Ezt koveti a tanulék szdmdara attekinthetd, szemléletformald példak
bemutatdsa. A foglalkozasokon a tanulék aktiv részvétele a cél, az otletek, meglatasok
megfogalmazasa, a folyamatos interakcio.

1. A foglalkozas témakorei

A mindennapi mérnoki munka része a mérés, adatelemzés és a becslés. Egy rendszert vagy folyamatot
vizsgalva egy paraméter vagy jellemz6 értéke becsiilhet6 a tapasztalat, a szaktudas birtokaban, igy a
matematikai szamitassal kapott eredményt a felhasznalé kontrollalni tudja (és ezt meg is kell tennie).
A becslés témakor a matematikaoktatas soran altalanos iskolaban jelenik meg, kés6bb azonban nem
kap kell6 hangsulyt, igy ennek a 1épésnek a fontossdga nem tudatosul a didkokban. Emellett a tanul6k
képe a pontos érték, a kerekitett érték, a mérési pontossag, az értékes jegyek szama fogalmakrol
altalaban nem tiszta. A numerikus szamitdsok, a mérés, az adatelemzés szerepének bemutatasa

hasznos abban a tekintetben is, hogy segit a problémak 1j megkozelitési mdédjanak kialakitasaban.

76



International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 3. (2018). No. 5
DOI: 10.21791/1JEMS.2018.5.9.

A miszaki palya iranti érdeklédés felkeltésében és a sikeres pdalyavalasztdsban fontos, hogy a
kozépiskolasok kell6 tdjékozottsaggal rendelkezzenek a mérnoki teriiletekrél, tevékenységekrdl,
gondolkodasmdédrdl. A szakgimnaziumok sok tekintetben jol felkészitik a mérnoki palyara késziilo
hallgatékat a szakmai targyakat keretében, a gimnaziumokban viszont ez nem val6sul meg. A normal
tananyag tanuldsaval a tanul6k kevés tapasztalatot tudnak gytijteni ezen a miiszaki témakorok terén.

A fels6oktatasi intézmények sokféle mdédon tudnak segiteni az érdeklédés felkeltésében, ezek koziil
egyértelmiien a személyes taldlkozas, a tanulokkal val6 beszélgetés a leghatékonyabb a tapasztalatok
szerint. A kozépiskolasokkal val6 taldlkozasnak tobb apropodja lehet, ilyenek az egyetemen tett
latogatasok, a kozépiskoldkban tartott szakmai el6addsok, bemutaték, szakkorok, foglalkozasok.

A Debreceni Egyetem Miszaki Kar Mf{szaki Alaptargyi Tanszék jo par évvel ezel6tt kezdte el
érdeklédésfelkeltd, tudomanynépszerlsitd, interaktiv foglalkozasok kidolgozasat és megtartasat olyan
matematikai, geometriai, informatikai és mszaki témakoérokben, melyek kapcsolddnak a DE Mszaki
Karon f6 foly6 képzésekhez [1].

»A numerikus szamitasok szerepe a miiszaki modellekben” cimii foglalkozas 4 témakdrre koncentral,
ezek a becslés, a pontossag, a szamok és a digitalis értékek.

1.1. Becslés

A kozoktatdsban az als6bb osztdlyokban megjelenik a becslés fogalma matematika 6rakon, de a
becslés, illetve a szamolas eredményének kontrollalasa nem valik a feladat megoldasi kultira részévé.
Még egyetemistaknal is tapasztalhatd, hogy nyilvanval6an rossz megoldast is elfogadnak, mivel nem
érzik a szakmai probléma j6zan ésszel val6 atgondolasanak sziikségességét.

A mérnoki munka szerves része a mérés, adatelemzés és a becslés. Ezek a tevékenységek nagyon
kiilonb6z6 mddon jelennek meg példaul egy épitémérnok és egy villamosmérnok munkajaban, de az
minden mérnoki tevékenységben kozos, hogy egy rendszert vagy folyamatot vizsgalva a kérdéses
paraméter, jellemz6 értéke becsiilhet6 a tapasztalat, a szaktudas birtokaban, igy a matematikai
szamitassal kapott eredményt a felhasznal6é kontrollalni tudja. Ez a fajta szakmai kontroll a szamolas
eredményét illetben nem csak azért fontos, hogy az esetleges szamolasi vagy mértékegység-
egyeztetési hibakra fény dertljon, hanem azért is, mert a matematikai modellben ad6édhatnak olyan
megoldasok, melyek nem megoldasai az eredeti feladatnak.

1.2. Pontossag

A tanuldk altalaban nincsenek tisztiban a pontos érték, a kerekitett érték, a mérési pontossag, az
értékes jegyek szama fogalmakkal. Ennek az lehet az oka, hogy a matematikai problémak megoldasa
soran nem térnek ki ezekre a kérdésekre, illetve a feladatok ebbdl a szempontbél egysikian vannak
megfogalmazva.

Bar a gyakorlatban a mérérendszer vagy a megfigyelés pontossaga hatarozza meg a szamolasba vitt
adatok pontossagat - tehat valdjadban a mennyiségeknek nem a pontos, hanem a becsiilt értékével
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dolgozunk - addig a matematikai példakban ez a gondolat nem jelentkezik, az ,input adatok” minden

esetben ,pontosnak tlinnek”, melyek alkalmasak a ,pontos” eredmény kiszamitasara.

A feladatmegoldas végén pedig a pontosnak vélt eredmény Kkerekitésére keriill sor valamilyen
megallapodas szerint. Raadasul a kerekités kapcsdn gyakran arrél beszélnek, hogy ,hany
tizedesjeggyel kell szamolni”, mikdézben a problémamegoldasban az értékes jegyek szdmanak van
jelent6sége.

Tapasztalat, hogy egyetemi hallgatok megadnak olyan eredményt, aminek a ,latsz6lagos” pontossaga
nincs 0Osszhangban sem a bemeneti adatok pontossdgaval, sem az eredmény gyakorlati
felhasznalasaval. Példaul egy vizsgalt gerenda hosszara megadjak a 600,42578 cm eredményt, ami azt
sugallja, hogy a hosszmérést szazezred cm pontossaggal el lehet végezni.

A szamolasok pontossagaval kapcsolatban egy masik gondolatot is fel kell vetni, ez pedig a kozelité
moddszerek alkalmazasa, melyek ,deklardltan” nem a pontos értéket adjak. A gyakorlatban végzett
miiszaki szamitasok tobbsége kozelité szamitds, ezért a szemléletformalds szempontjabdl hasznos
néhany alapvet6 numerikus modszer targyalasa az analitikus modellekben végrehajtott pontos
szamolasok mellett. Ennek kapcsdn meg lehet beszélni a modellalkotds soran alkalmazott
egyszerlsitési, elhanyagolasi lehetdségeket.

1.3. Szamok

A matematika 6rdkon a matematikai modellekben valé szamitassokkal foglalkoznak, a valds
rendszerek, folyamatok és a hozzajuk kapcsolt modellek viszonyaroél kevés szé esik. Véleménylink
szerint ez tobb problémat is okoz. Egyrészt azt a képet alakitja ki a tanulokban, hogy a matematikanak
szamukra nincs haszna (nem tudjak a mindennapi életben hasznositani), masrészt nem alakul ki a
modellalkotas és a modellekben kapott eredmények helyes értékelésének készsége.

A matematikai modellben val6 szamolas egy érdekes vetiilete a hasznalt szdmok kore. Ha egy modell
alkalmazasakor nem tisztazzuk, hogy a paraméterek értékei mik lehetnek a modellben, és mik a
lehetnek ténylegesen (bemend vagy kimend adatként abrazolva ezeket), a tanulok szamara problémat
okozhat, hogy melyik szamhalmazon kell szamolni (valés, racionalis, egész).

A feladatok tobbségében folytonos modellben gondolkodunk, a vizsgalt mennyiségek értékkészletének
valamilyen intervallumot tekintiink. Ezekben a modellekben a val6s szamok halmazan dolgozunk (ami
egy matematikai absztrakcié eredménye), és hallgatélagosan a pontos értékre gondolunk tugy a
bemend adatok, mint az eredmények tekintetében.

A gyakorlatban az adatok mérésbdl, megfigyelésb6l szarmaznak. A mérérendszer felbontasabdl, illetve
a szamabrazolasi mddbol addddan (hany értékes jegyet hasznalunk a tizedes tort alakban) a
szamolasok bemend adatai valéjaban diszkrétek, és nem pontos értékek. A problémat tovabb
bonyolitja, hogy a feladatmegoldas végén a ,pontos” értéket megadjak tizedes tort alakban (valahany
tizedesjegyre kerekitve), igy ajra diszkrét értékkészlet jelenik meg.
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[tt érdemes megjegyezni, hogy a matematikai mintapéldakban az ,egyszerliség kedvéért” gyakran
egész szamokat adnak bemenetként (konnyebb legyen kiszamolni az eredményt akar fejben is), ami
azzal jar, hogy a szamologéppel val6 hatékony szamolas készsége nem alakul ki a tanul6kban.

A valos (és ezen beliil a raciondlis) szamhalmazok bevezetését a matematikai modellalkotas indokolja,
a gyakorlatban egy mennyiség megmért és lejegyzett értéke egy véges halmazbol keriil ki. Ha példaul
egy 32,84 mm névleges hosszisagu termék gyartasa soran a tényleges hossz a 32,74 - 32,94 mm
tartomanyba esik, és a hosszmérés eredménye a mérémiiszeren 0,01 mm ,pontossaggal” jelenithetd
meg, akkor val6jdban csak 21 kiilonbdz6 mérési eredmény adddhat: 32,74;32,75;...; 32,94, mig a
modellben a valtozo értékkészlete a [32,74;32,94] intervallum (1. abra).

> >
- H——+—+ >

32,74 32,94 32,74 32,94
1. dbra. Vdltozo értékkészlete a folytonos modellben, és a mintdban szerepld értékek.

Ehhez a kérdéskorhoz kapcsolddik a digitdlis adattarolashoz sziikséges kvantalds (analdg-digitalis
atalakitas) kérdése, amikor egy mennyiség értéke fizikailag egy intervallum barmelyik elemével
egyenld lehet, a mérdszam azonban csak diszkrét skalan jelenithetd meg az adattarolas mddja miatt.

1.4. Digitalis értékek

A miiszaki folyamatok matematikai modellezésében a mennyiségeket az id6 folytonos fiiggvényének
tekintjiik, a digitalis méréstechnika és adattarolasi m6d miatt a gyakorlatban a mennyiségek értékei
ezzel szemben csak meghatarozott id6pillanatokban kvantaltan (diszkrét skalan) allnak rendelkezésre.

A diszkrét idejiiség lehet a mintavételezés eredménye, de vannak mennyiségek, melyek csak
meghatarozott id6épillanatokban (valamilyen kivalté ok hatasara) vesznek fel Gj értéket.

A diszkrét értékek felvétele adddhat egy mennyiség természetéb6l (példaul darabszam, gyakorisag), de
lehet az adatabrazolasi méd kovetkezménye (digitalis kimenet). Maga a diszkrét id6pontokban valé
mintavételezés is azt eredményezi, hogy az el6fordulé érékek nem toltenek ki intervallumot
(legfeljebb annyi kiilonb6z6 érték allhat el6, amennyi a minta elemszama).

A rendszertechnikdban beszélnek folytonos idejii rendszerekr6l, ahol a be- és kimendjel egy
id6intervallum minden idépontjaban értelmezve van, és diszkrét idejii rendszerekrdl, ahol a be- és
kimendjel egy id6intervallumnak csak véges szamu pontjaban van értelmezve.

Az értékkészletet illeten beszéliink folytonos értékii rendszerekrél, ahol a jel értéke egy intervallum
(tartomdny) bdrmely értéke lehet, és diszkrét értékii (kvantdlt) rendszerekrdl, ahol jel csak véges sok
kiilonb6zo értéket vehet fel.
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1.5. Statisztikai alapok

A statisztika alapgondolatainak bemutatdsa a kozépiskoldkban hozzajarulhat a matematikai
modellekkel kapcsolatos helyes szemléletmdd kialakitasahoz. A tantervekben megjelenik a statisztika
témakor, a rendelkezésre allé id6t helyesen megvalasztott példak bemutatasaval jol ki lehet hasznalni
erre a célra.

Véleménylink szerint a gazdasagi és miszaki példak soraval célszerii bemutatni a sztochasztikus
szemléletmod sziikségességét. Az alapgondolatok kozott kell szerepelnie annak, hogy a gyakorlatban
miért sziikséges minden esetben szamolni az adatok szérddasaval, mi ennek az oka, és hogyan lehet az
ilyen jellegli adatokat kezelni. A masik fontos gondolat a paraméterek pontos és becsiilt értékének
viszonya a modellben, ezek becslési modszereinek bemutatasa, valamint a valtozok kozti kapcsolat
keresésének maddja.

2. A foglalkozds néhany feladata

2.1. Becslés

1. Kb. mennyi az abran lathat6 négyzet és a kor teriiletének aranya?

a
N

x = % egyenlet megoldasa melyik szamhoz all a legkozelebb?

1
2.A7 ——-
20500

3. Kb. hany fokos szogben emelkedik az abran lathato ut?

4. Kb. hany kébméteres az abran lathat6 haz padlastere?

90°

4m 12m
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5. Kb. mennyi a képen lathat6 sikidom tertilete?

A

20 +

10+

3 8
6. Kb. mekkora Portugalia teriilete, ha tudjuk, hogy Németorszag teriilete 357.376km??
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2.2. Pontossag

1, Milyen pontossaggal tudjuk megmondani azt, hogy egy épiilet milyen messze van tolink.
(Feltételezziik, hogy az épiilet 10-30 m kozotti tavolsagban van.)

2, Egy targy anyaganak (4tlagos) siirliségét tomeg- és térfogatméréssel allapitjuk meg g/cm3
egységben. Milyen pontosan kapjuk meg a siir(iséget, ha a témeget g, a térfogatot cm3 pontossaggal
mérjiik?

3, 2 perc koriili id6tartamot méréeszkoz nélkiil (,érzésb6l”) milyen pontossaggal tudunk megmérni?

4, Egy 1,5 m? felszin(j, fiigg6leges falt kad esetén cm pontossaggal tudjuk mérni a vizszint magassagat.

Milyen pontosan tudjuk mérni ezzel a vizmennyiség térfogatvaltozasat?
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2.3. Szamok

1, Jel6lje be a V2 helyét a szimegyenesen!

1,4 1,5
1,41 1,42
1,414 1,415

2, Jeldlje be a T helyét a szamegyenesen!

31 3,2
314 3,15
3,141 3,142

3, Melyik a célszerli megadasa a hiit6gép magassaganak, ha feltételezziik, hogy a pontos méret
0,6 - V10 méter?

1,9m 1,90 m 1,897 m 1,8974 m 1,89737 m
4, Melyik a célszeri megadasa Fold-Hold (atlagos) tavolsagnak, ami kb. 384 402 km?
400 000 km 384 000 km 384 402,3 km 384 402,3871 km

2.4. Digitalis értékek

Képzeljiik el, hogy
x(t) = 0,04 - sin(440t)

jelbdl 2000Hz mintavételi frekvenciaval, a t = 0 idGpillanatban indulva 11 elem{ mintat vesziink, és
tegyiik fel, hogy a mérés pontos! Adjuk meg a kapott értékeket 6 értékes jegy felhasznalasaval! Adjuk
meg a kvantalt értékeket, ha a [—1,1] intervallumot 2% intervallumra bontjuk (4 biten abrazoljuk az

eredményt), és az intervallum kozepét tekintjiik értéknek.

x(6) x(t) x(t)
t [s] formulaval 6 értékes jegy kvantalt
pontossaggal értékekkel
1 — = 0,04 - sin(0 0,000000 0,025
000 0,0000 sin(0)
2 L _ 00005 0,04 s ( 40 ) 0,087292 0,075
5000 = 04 - sin 00 ) )
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2

3 L . :
= 0,0010 0,04 sm( o ) 0,170376 0,175
4 3 00015 0,04 4403 0,245247 0,225
2000 _ ’ Sm( 2000 ) ’ ’
5 00020 0,04 <440 ' 4) 0,308296 0,325
2000 _ ARSI 5000 ’ ’
5 4405
6 2 : 0,356483 0,375
000 0,0025 0,04 sm<2000>
7 % 00030 0,04 4406 0,387486 0,375
2000 _ ’ Sm( 2000 ) ’ ’
8 70,0035 0,04 4407 0,399810 0,375
2000 _ ’ Sm( 2000 ) ’ ’
9 80,0040 0,04 4408 0,392862 0,375
2000 _ ’ Sm( 2000 ) ’ ’
10 20,0045 0,04 4409 0,366975 0,375
2000 _ ’ Sm( 2000 ) ’ ’
11 1 0050 0,04 - si (440'10) 0,323399 0,325
2000 =0, , Sin 2000 ] )
Intervallum Intervallum Intervallum Intervallum
végpontok kozéppontok végpontok kozéppontok
—0,400 —-0,375 0,000 0,025
—0,350 —0,325 0,050 0,075
—0,300 —0,275 0,100 0,125
—0,250 —0,225 0,150 0,175
—0,200 —0,175 0,200 0,225
—0,150 —0,125 0,250 0,275
—0,100 —0,075 0,300 0,325
—0,050 —0,025 0,350 0,375
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