International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 9. (2024). No. 2.
DOI: 10.21791/1JEMS.2024.013

Dinamikai rendszer mozgasegyenletének felirasa
dualis megkozelitéssel

Determination of the Differential Equations of a
Dynamical System using Dual Description

RONAILASZLO?

1Miskolci Egyetem, Gépészmérnoki és Informatikai Kar, Szerszamgépészeti és Mechatronikai Intézet.
Magyarorszag. laszlo.ronai@uni-miskolc.hu

Absztrakt. A cikk egy mechanikai rendszer matematikai modelljének felirdsdt kivdnja bemutatni energia alapi
szemléletmod alkalmazdsdval A modell mind dltaldnositott elmozdulds-, mind dltaldnositott impulzusok segitségével
megalkotdsra keriil Az utébbi felirasméd a gyakorlatban kevésbé elterjedt, kdszénhetden annak komplikdltabb
tdrgyalasmoédja miatt. Egy példafeladaton keresztiil a két médszer bemutatdsa megtérténik, tovdbbd egy PID blokk

segitségével egy szabdlyozdsi feladat is megolddsra keriil

Abstract. The paper deals with the description of a mathematical model of a mechanical system using the so-called
energy-based approach. The model is created using both generalized displacements and generalized momenta. The
latter prescription method is less common in practice, due to its complexity. The two ways are presented through the

same example mechanical problem, and a control task is also solved with the help of a PID block.
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Bevezetés

A mérnoki életben a szimuldcidk elvégzése igen nagy fontossaggal bir, ez tobb ipari agazatban is
nélkiilozhetetlen pl. jarmiipar, épitdipar, gépipar, nehézipar stb. Szimulacié esetén a kisérletek
lefolytatdsa nem a valos rendszeren, hanem egy elméleti modellen torténik. Ez tobb elényt is magaban
hordoz, hiszen az adott rendszer miikodése-, a vizsgalt jelenség jobban megérthet6 [1], a
reprodukalhat6sag garantdlhatd, tovabba koltséghatékonyabbnak is mondhat6, szemben a valés
rendszeren torténd mérések elvégzésével, elemzésével. Természetesen a szimulaciok lefolytatasa nem
helyettesiti a valds rendszeren tortén6 méréseket, mivel a megalkotott modell verifikalasa sziikséges.

A mechanikai-, elektronikai-, elektromechanikai rendszerek differencidlegyenleteinek felirasara jol
hasznalhaté az Un. energia alapi megkozelités, melyhez kapcsolddbéan a Wellstead altal irt konyv [2]
részletesen targyalja a variacids mddszereket. Egy mechanikai rendszer esetében definidlhato az un.
potencidlis energia, kiegészité potencidlis energia, kiegészitd kinetikai energia, kinetikai energia. A
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kiegészit6 energidk a Legendre transzformaciéval [3] képezhet6k, hiszen alkalmazasaval egyik
fliggetlen valtozorél konnyedén at lehet térni a masikra.

Jelen cikkben egy mechanikai rendszer matematikai modellje kertil felirasra energia alapi modszer
segitségével. A modell el6allitdsa kétféleképpen is megvaldsul, az els6 esetben a gyakran hasznalt
primalis megkozelitést alkalmazva torténik, mig a masodik verzioban altaldnositott impulzusokkal
valdsul meg a differencidlegyenletek felirasa. Ez utobbi technika kevésbé ismert, a cikk ennek
alkalmazasat kivanja bemutatni egy két szabadsagi fokkal rendelkez6 mechanikai modell példajan
keresztiil. Az altalanositott impulzusokkal torténé feliraismdd el6nye lehet, hogy a rendszerkimeneten
kozvetlentil az er6k kaphatok meg, igy hogyha a valésrendszeren er6méré cellak szolgaltatjadk a mérési
adatokat, akkor egybdl 6sszevethet6k az eredmények.

A cikk a kovetkezdk szerint strukturalt: Az 1. fejezet a matematikai modell felirasat ismerteti. A
Lagrange- és a kiegészit6 Lagrange fliggvények-, illetve a nem konzervativ tagok virtualis munkajanak
felirdsa utdn a masodfaju Lagrange egyenlet hasznalataval a rendszeregyenletek megadhaték. A
szabalyozastechnikaban elterjedt allapottér-reprezentacié [1], [4] alkalmazasaval a primalis- és dualis
modellek megalkotdsa utan PID blokk beépitésével egy szabalyozasi feladat megoldasa torténik a 2.
fejezetben. Az 6sszefoglalas tartalmazza az elért eredményeket.

1. Dinamikai rendszer modellje

Mechanikai-, villamos- vagy elektromechanikai rendszerek matematikai modelljének el6allitasara a
bovitett Hamilton elvet alkalmazo energia alapi modszer hasznalata célravezetd.

.
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1. dbra: Egy két szabadsdgfokii mechanikai rendszer modellje

Az 1. abran lathat6 egy 2 szabadsagi fokkal rendelkez6 mechanikai rendszer modellje, amely pl. egy
negyedaut6 [5] aktiv felfiiggesztését- vagy akar egy kamerafelfogatdsi megoldast is reprezentdlhat. A
bemutatni kivant két szabadsagi fokkal rendelkezé modell bévithetd tobb szabadsagfokd modellre egy
negyedauto felfliggesztése vonatkozasaban, akar az utas- és a rugozott tomeg kiilon torténd kezelésével.
A modell természetesen elhanyagolasoktdl nem mentes, mivel pl. a jarmiitest RPY (Roll, Pitch, Yaw)
elfordulasi szogeit elhanyagolja. A felfiiggesztés linedris rugdkarakterisztikdja helyett a val6sagban
progressziv alakot mutat, igy a fent targyalt modellt mar nemlinearisként sziikséges kezelni. A cikkben
szerepl6 modell jarmiivek vonatkozdsiban csupan els6 rendben kozelit. A valésagban a
rendszerparaméterek bizonytalansagokat tartalmaznak a felfiiggesztés elemeinek aktudlis allapota

42



International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 9. (2024). No. 2.
DOI: 10.21791/1JEMS.2024.013

fliggvényében, pl. a rugdk faradasa, a csillapitdé dugattyuk kopasa. A bizonytalansdgok modellre
gyakorolthatasaira jo modszer lehet a paraméterérzékenység vizsgalat.

Arendszer primdlis esetre vonatkoz6 6sszefliggései a kovetkezok:

. . 1 1 ) 1 1
L, y) = Egin— Up = Em13’12 + Emzhz - Ek1()’1 —u(t)?— Ekz(yZ —y1)? (1)
W = —12(¥2 — 1) 8y, — 6y1) — 1 (5 — u(t))8yy — E, 691 + F,6Y,, (2)

ahol L(y,y) a Lagrange fiiggvény, mig 5W,,. a nem konzervativ tagok virtualis munkaja, valamint az F,
erd egy aktiv elem pl. egy hidraulikus munkahenger erékifejtését reprezentalja. A rendszerben talalhat6
2-2 rugo és csillapito tag. Egy jarm{ vonatkozasdban a rugézatlan tomeget m4, a rugézott tomeget m,
jeloli. A k; a gumiabroncs merevségi tényez6jét-,az r; pediga csillapitasi tényezdjétreprezentalja. A k,
és r, paraméterek rendre a felfliggesztés rugdmerevségét-, csillapitasi tényez6jét jellemzi. A rendszer
talppontja kornyezeti hatasoknak, gerjesztéseknek kitett.

Az y; és y, altalanositott elmozdulds-koordinatdkra felirva a masodfaji Lagrange egyenleteket,

adédnak a kozonséges masodrendii differencialegyenletek:
myy1 + (n +1)yr + (ky +k2)ys =y + koye + (0 + ku(t) — 1, (3)
msyz +rsy2+ksy2=rsy1+ksy1+Fa- (4)
Duadlis megkozelités esetén az un. kiegészité Lagrange fiiggvényt L* [2] sziikséges felirni, mely az
impulzusok és azok id6 szerinti els6 derivaltja fliggveényében, a kiegészitd potencialis energia Uy, és az
E\in kinetikus energidk el6jelhelyes 6sszegének képzése segitségével alkothaté meg. Ez a formalizmus

kevésbé elterjedt alkalmazasi mdéd a gyakorlatban. A Legendre transzformacié [3] segitségével a
fliggvény tagjai képezhetdk:

. 1pf 1p6 _1paa _1p
L@p) =Us = Eun=57"+570 —50—5 2 (5)

2k, 2k, 2m; 2m,

ahol Py, Pz rendre az els6é és masodik rugdk erejét szolgaltatja, mig a tomegek impulzusait a p,,,1, P2
mennyiségek adjak. Newton II. axiomaja alapjan a két tomeg impulzusanak id6 szerinti elsd derivaltja
felirhat6, majd integralas utan megkaphato a kiegészité Lagrange fliggvény végleges alakja:

.2 ) 1 2
[r=ba pk—z—_(ﬁu(t)+k1fu(t)dt_pr1_pk1 +pr2+pk2_fFadt>
2k, 2k, 2my
; 2 (6)
_Z_Trlz(_prz_pkz‘i'fFadt) .

A nem konzervativ elemek virtualis munkaja felirhaté:

— Pr1 Pr2
8V|/nc = _Laprl - _L6pr2' (7)
£ n

A sebességek egyenldségének figyelembevételével elallithaté a rendszert leird, minimalis szamu
differencialegyenlet: p,; = %ﬁkl, D2 = l:—zp k2- ADr1 és a py dltalanositott impulzusokra torténik meg
1 2

a masodfaju Lagrange egyenlet felirasa, amelyek eredménye a rendszert leir6 két differencialegyenlet,
amelyek tulajdonképpen a kompatibilitasi egyenletek:
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Pra  (mu(®) +ky Ju@®dt = pr1 = pra+ pra + iz — [ Fadt) _
k1 my o

Pr2 4 (rnu(t) + ks f u(®)dt = pr1 — P + Pra + Prz — J Fadt) + (Pr2 + iz + J Fadt) ~0 (9)
k my m; .

(8)

A kordbban emlitett sebességek egyenl6ségébdl kovetkezik, hogy p,q =;—11'9k1 , Dr2 = %pm. A
1 2

gyakorlatban a szimulacidk elvégzéséhez célszerii az un. allapotvaltozds alakot haszndlni, melynél el6
kell allitani az allapotmatrixot, az input és output matrixot. A masodrendid differencidlegyenletek
fokszamanak csokkentése érdekében 1j valtozdk bevezetése sziikséges, melyek a kdvetkezok: pr1 = x4,

Pk2 = X2 Pk1 = X3, P2 = Xg

0 0 1 0 0 0
% 0 0 0 1 %, [ 0 0 0 ][ w®
I L | EA N LA [ v 0
Xl my my m, k,m, X3 | My my my || | (10)
X4 | L2 ky Rk ke r_2| x4l | ik, kik, ky ok |l JF['ldt ]

m, m;, m, km, m; m, l m, m;, m, * m1J

A kimeneti vektorban az impulzusok derivaltjai, azaz az er6k szerepelnek:

- 0 [ u(t)
y x| o
yﬂ = I \ lxi + IO

X4 0

\ fu(t)dtl_ (11)
0
2. Szimulacids példaprogram kiegészitve PID szabalyozdval

o O OO
o O OO
O R OO
-0 O O
S O OO

th

Az 1. fejezetben targyalt els6dleges és masodlagos valtozokkal felirt modellek verifikalasa érdekében
Scilab XCOS szoftverkornyezetben szimulaciok futtatasa valésul meg. Az u(t) altal szolgaltatott nem
kivanatos rezgések csokkentése érdekében az aktiv elem, mint aktuator fogbeavatkozni. A szabalyozas
egy PID blokk segitségével torténik, az aktudtor beavatkozashoz sziikséges ereje a kovetkezd
Osszefliggés alapjan fog 6sszedllni:

dy,(t)
dt '

R = ko + ke | 72(0de+ kg (12)

ahol az erdsitési tényezoket k,, k; és kg jelélik, valamint y,(t) a 2 jeli tomeg elmozdulasa az id6
fliggvényében.

A 2. és 3. abrakon lathaték az elmozdulés-, valamint az impulzus koordinatakkal megadott rendszer
allapotvaltozds alakjai. Az utébbi esetében y; és y, elmozduldsok megkaphatdék, ha az impulzus
derivaltakbol kifejezziik azokat: y; = pr1/k1, Y2 = Pr2/k2 + y1. Az ,A” jelli input szolgaltatja az u(t)
fliggvényt.

A csatolt, kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldasa Sundials/CVODE -BDF (Backward-
Differentiation-Formula) megoldéval torténik, amely egy altalanos kezdetiértékfeladat megoldénak

szamit [6].
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2. dbra: Az dllapotvdltozos alak dltaldnositott elmozdulds koordindtdk alapjdn
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3. dbra: Az dllapotvdltozds alak dudlis megkézelitéssel

Az input fliggvényt (1asd: 4. abra) periodikusnak tekintve, az aldbbi alakban vessziik fel:

u(t) = {Alsinwtl, haOs <t <2s, (13)

0, hat > 2s,
ahol az amplitidé A = 0,02m, a korfrekvencia w = 6,25 rad/sec. A rendszerparaméterek az [5]
alapjan keriiltek megvalasztasra: k; = 2,2- 10°N/m, k, = 25-103N/m,, = 1,8 103Ns/m, r, = 1,5-
103Ns/m,m; = 320 kg, m, = 42 kg. A szimulacié homogén kezdeti feltétel el§irasaval valdsul meg.

Ziegler-Nichols modszer [7] alkalmazasaval torténik a PID szabdlyoz6 hangoldsa. Els6 1épésben a
rendszert a stabilitds hatdrara sziikséges vinni (lasd: 5. dbra), melynek eredménye jelen esetben az y,
elmozdulds oszcillalé jellege az alapjel koriil az id6 fliggvényében. A szaggatott vonalakkal reprezentalt
gorbe a szabdlyozas nélkiili esetet-, mig a folytonos vonalakkal megrajzolt gérbe a stabilitds hataraig
elvitt rendszert mutatja. A meghatarozott kritikus erdésités értéke Kj,.;; = 250000, az ehhez tartozo
kritikus periddusidé pedig Ty, = 0,23sec. Ezek alapjan a PID szabalyozd elméleti paraméterei,
klasszikus PID esetre: k,, = 150000, k; = 1305000, k4 = 4313.

Hangolast kovetéen az eredményeket a 6. dbra szemlélteti, mig a 7. dbra bemutatja, hogy az id6
fliggvényében az aktudtornak a beavatkozashoz mekkora erdkifejtésre van sziiksége. A 6. dbran
szaggatott vonalakkal dbrazolt gorbe a szabalyozas nélkiili-, mig a folytonos gorbe a behangolt PID
szabalyozéval miikodo esetet mutatja.
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4. dbra: Az ttgerjesztés az idd fiiggvényében
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5. dbra: A 2 jelii tomeg elmozduldsa szabdlyozds nélkiil és a stabilitds hatdrdn
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6. dbra: A 2 jelll tomeg elmozduldsa szabdlyozds nélkiil és szabdlyozdssal

46



International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 9. (2024). No. 2.
DOI: 10.21791/1JEMS.2024.013

4004

2004

-200+

(]

-400+

Fa

-6001

-800+

-1 000

0 1 2 3 4 5
t [sec]

7. dbra: Az aktudtor sziikséges erdkifejtése

Osszefoglalas

A cikk egy mechanikai rezgérendszer példajan keresztill bemutatta a kevésbé ismert, dudlis
megkozelités alkalmazasaval torténé matematikai modell felallitdsat. A feladat sordn mind

altalanositott elmozdulds-, mind Aaltaldnositott impulzus koordindtdkra megtortént a csatolt
differencidlegyenletek levezetése, majd az allapotvaltozds alak felirdsa. Az u(t) elmozdulas gerjesztés

hatdsara torténd 2 jelii tomeg elmozdulasanak csokkentése érdekében PID szabalyozé illesztése
valdsult meg Scilab szoftverben, melynek hangolasa a Ziegler-Nichols mddszerrel tortént meg. Az

ilyesfajta felirasmod egyik el6nye az, hogy a rendszer kimeneten egybdl megkaphatok az erdk, amelyek
mérése egy valds rendszerben egyszeriibben kivitelezhetd, mint az elmozdulasoké.
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