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Absztrakt. A cikk egy mechanikai rendszer matematikai modelljének felírását kívánja bemutatni energia alapú 

szemléletmód alkalmazásával. A modell mind általánosított elmozdulás-, mind általánosított impulzusok segítségével 

megalkotásra kerül. Az utóbbi felírásmód a gyakorlatban kevésbé elterjedt, köszönhetően annak komplikáltabb 

tárgyalásmódja miatt. Egy példafeladaton keresztül a két módszer bemutatása megtörténik, továbbá egy PID blokk 

segítségével egy szabályozási feladat is megoldásra kerül.  

Abstract. The paper deals with the description of a mathematical model of a mechanical system using the so-called 

energy-based approach. The model is created using both generalized displacements and generalized momenta. The 

latter prescription method is less common in practice, due to its complexity. The two ways are presented through the 

same example mechanical problem, and a control task is also solved with the help of a PID block.  
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Bevezete s 

A mérnöki életben a szimulációk elvégzése igen nagy fontossággal bír, ez több ipari ágazatban is 

nélkülözhetetlen pl. járműipar, építőipar, gépipar, nehézipar stb. Szimuláció esetén a kísérletek 

lefolytatása nem a valós rendszeren, hanem egy elméleti modellen történik. Ez több előnyt is magában 

hordoz, hiszen az adott rendszer működése-, a vizsgált jelenség jobban megérthető [1], a 

reprodukálhatóság garantálható, továbbá költséghatékonyabbnak is mondható, szemben a valós 

rendszeren történő mérések elvégzésével, elemzésével. Természetesen a szimulációk lefolytatása nem 

helyettesíti a valós rendszeren történő méréseket, mivel a megalkotott modell verifikálása szükséges. 

A mechanikai-, elektronikai-, elektromechanikai rendszerek differenciálegyenleteinek felírására jól 

használható az ún. energia alapú megközelítés, melyhez kapcsolódóan a Wellstead által írt könyv [2] 

részletesen tárgyalja a variációs módszereket. Egy mechanikai rendszer esetében definiálható az ún. 

potenciális energia, kiegészítő potenciális energia, kiegészítő kinetikai energia, kinetikai energia. A 
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kiegészítő energiák a Legendre transzformációval [3] képezhetők, hiszen alkalmazásával egyik 

független változóról könnyedén át lehet térni a másikra. 

Jelen cikkben egy mechanikai rendszer matematikai modellje kerül felírásra energia alapú módszer 

segítségével. A modell előállítása kétféleképpen is megvalósul, az első esetben a gyakran használt 

primális megközelítést alkalmazva történik, míg a második verzióban általánosított impulzusokkal 

valósul meg a differenciálegyenletek felírása. Ez utóbbi technika kevésbé ismert, a cikk ennek 

alkalmazását kívánja bemutatni egy két szabadsági fokkal rendelkező mechanikai modell példáján 

keresztül. Az általánosított impulzusokkal történő felírásmód előnye lehet, hogy a rendszerkimeneten 

közvetlenül az erők kaphatók meg, így hogyha a valós rendszeren erőmérő cellák szolgáltatják a mérési 

adatokat, akkor egyből összevethetők az eredmények. 

A cikk a következők szerint strukturált: Az 1. fejezet a matematikai modell felírását ismerteti. A 

Lagrange- és a kiegészítő Lagrange függvények-, illetve a nem konzervatív tagok virtuális munkájának 

felírása után a másodfajú Lagrange egyenlet használatával a rendszeregyenletek megadhatók. A 

szabályozástechnikában elterjedt állapottér-reprezentáció [1], [4] alkalmazásával a primális- és duális 

modellek megalkotása után PID blokk beépítésével egy szabályozási feladat megoldása történik a 2. 

fejezetben. Az összefoglalás tartalmazza az elért eredményeket. 

1. Dinamikai rendszer modellje 

Mechanikai-, villamos- vagy elektromechanikai rendszerek matematikai modelljének előállítására a 

bővített Hamilton elvet alkalmazó energia alapú módszer használata célravezető. 
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1. ábra: Egy két szabadságfokú mechanikai rendszer modellje 

Az 1. ábrán látható egy 2 szabadsági fokkal rendelkező mechanikai rendszer modellje, amely pl. egy 

negyedautó [5] aktív felfüggesztését- vagy akár egy kamerafelfogatási megoldást is reprezentálhat. A 

bemutatni kívánt két szabadsági fokkal rendelkező modell bővíthető több szabadságfokú modellre egy 

negyedautó felfüggesztése vonatkozásában, akár az utas- és a rugózott tömeg külön történő kezelésével. 

A modell természetesen elhanyagolásoktól nem mentes, mivel pl. a járműtest RPY (Roll, Pitch, Yaw) 

elfordulási szögeit elhanyagolja. A felfüggesztés lineáris rugókarakterisztikája helyett a valóságban 

progresszív alakot mutat, így a fent tárgyalt modellt már nemlineárisként szükséges kezelni. A cikkben 

szereplő modell járművek vonatkozásában csupán első rendben közelít. A valóságban a 

rendszerparaméterek bizonytalanságokat tartalmaznak a felfüggesztés elemeinek aktuális állapota 
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függvényében, pl. a rugók fáradása, a csillapító dugattyúk kopása. A bizonytalanságok modellre 

gyakorolt hatásaira jó módszer lehet a paraméterérzékenység vizsgálat. 

A rendszer primális esetre vonatkozó összefüggései a következők: 

ℒ(𝑦, 𝑦̇) = 𝐸𝑘𝑖𝑛
∗ − 𝑈𝑝 =

1

2
𝑚1𝑦̇1

2 +
1

2
𝑚2𝑦̇2

2 −
1

2
𝑘1(𝑦1 − 𝑢(𝑡))2 −

1

2
𝑘2(𝑦2 − 𝑦1)

2, (1) 

𝛿𝑊̅̅̅̅
𝑛̅𝑐 = −𝑟2(𝑦̇2 − 𝑦̇1)(𝛿𝑦2 − 𝛿𝑦1) − 𝑟1(𝑦̇1 − 𝑢̇(𝑡))𝛿𝑦1 − 𝐹𝑎𝛿𝑦1 + 𝐹𝑎𝛿𝑦2, (2) 

ahol ℒ(𝑦, 𝑦̇) a Lagrange függvény, míg 𝛿𝑊̅̅̅̅
𝑛̅𝑐 a nem konzervatív tagok virtuális munkája, valamint az 𝐹𝑎  

erő egy aktív elem pl. egy hidraulikus munkahenger erőkifejtését reprezentálja. A rendszerben található 

2-2 rugó és csillapító tag. Egy jármű vonatkozásában a rugózatlan tömeget 𝑚1, a rugózott tömeget 𝑚2 

jelöli. A 𝑘1 a gumiabroncs merevségi tényezőjét-, az 𝑟1  pedig a csillapítási tényezőjét reprezentálja. A 𝑘2 

és 𝑟2 paraméterek rendre a felfüggesztés rugómerevségét-, csillapítási tényezőjét jellemzi. A rendszer 

talppontja környezeti hatásoknak, gerjesztéseknek kitett. 

Az 𝑦1  és 𝑦2  általánosított elmozdulás-koordinátákra felírva a másodfajú Lagrange egyenleteket, 

adódnak a közönséges másodrendű differenciálegyenletek: 

𝑚1𝑦̈1 + (𝑟1 + 𝑟2)𝑦̇1 + (𝑘1 + 𝑘2)𝑦1 = 𝑟2 𝑦̇2 + 𝑘2𝑦2 + 𝑟1𝑢̇(𝑡) + 𝑘1𝑢(𝑡) − 𝐹𝑎 , (3) 

𝑚𝑠𝑦̈2 + 𝑟𝑠𝑦̇2 + 𝑘𝑠𝑦2 = 𝑟𝑠𝑦̇1 + 𝑘𝑠𝑦1 + 𝐹𝑎 . (4) 

Duális megközelítés esetén az ún. kiegészítő Lagrange függvényt ℒ∗  [2] szükséges felírni, mely az 

impulzusok és azok idő szerinti első deriváltja függvényében, a kiegészítő potenciális energia 𝑈𝑝
∗ és az 

𝐸𝑘𝑖𝑛 kinetikus energiák előjelhelyes összegének képzése segítségével alkotható meg. Ez a formalizmus 

kevésbé elterjedt alkalmazási mód a gyakorlatban. A Legendre transzformáció [3] segítségével a 

függvény tagjai képezhetők: 

ℒ∗(𝑝, 𝑝̇) = 𝑈𝑝
∗ − 𝐸𝑘𝑖𝑛 =

1

2

𝑝̇𝑘1
2

𝑘1
+

1

2

𝑝̇𝑘2
2

𝑘2
   −

1

2

𝑝𝑚1
2

𝑚1
−

1

2

𝑝𝑚2
2

𝑚2
, (5) 

ahol 𝑝̇𝑘1, 𝑝̇𝑘2 rendre az első és második rugók erejét szolgáltatja, míg a tömegek impulzusait a 𝑝𝑚1, 𝑝𝑚2 

mennyiségek adják. Newton II. axiómája alapján a két tömeg impulzusának idő szerinti első deriváltja 

felírható, majd integrálás után megkapható a kiegészítő Lagrange függvény végleges alakja: 

ℒ∗ =
𝑝̇𝑘1

2

2𝑘1
+

𝑝̇𝑘2
2

2𝑘2
−

1

2𝑚1

(𝑟1𝑢(𝑡) + 𝑘1 ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑝𝑟1 − 𝑝𝑘1 + 𝑝𝑟2 + 𝑝𝑘2 − ∫𝐹𝑎𝑑𝑡)
2

−
1

2𝑚2

(−𝑝𝑟2 − 𝑝𝑘2 + ∫𝐹𝑎𝑑𝑡)
2

. 

(6) 

A nem konzervatív elemek virtuális munkája felírható: 

𝛿𝑊̅̅ ̅̅
𝑛̅𝑐 = −

𝑝̇𝑟1

𝑟1
𝛿𝑝𝑟1 − −

𝑝̇𝑟2

𝑟2
𝛿𝑝𝑟2 . (7) 

A sebességek egyenlőségének figyelembevételével előállítható a rendszert leíró, minimális számú 

differenciálegyenlet: 𝑝̇𝑟1 =
𝑟1

𝑘1
𝑝̈𝑘1, 𝑝̇𝑟2 =

𝑟2

𝑘2
𝑝̈𝑘2. A 𝑝𝑘1 és a 𝑝𝑘2 általánosított impulzusokra történik meg 

a másodfajú Lagrange egyenlet felírása, amelyek eredménye a rendszert leíró két differenciálegyenlet, 

amelyek tulajdonképpen a kompatibilitási egyenletek: 
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𝑝̈𝑘1

𝑘1
−

(𝑟1𝑢(𝑡) + 𝑘1 ∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑝𝑟1 − 𝑝𝑘1 + 𝑝𝑟2 + 𝑝𝑘2 − ∫𝐹𝑎𝑑𝑡)

𝑚1
= 0, (8) 

𝑝̈𝑘2

𝑘2
+

(𝑟1𝑢(𝑡) + 𝑘1∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑝𝑟1 − 𝑝𝑘1 + 𝑝𝑟2 + 𝑝𝑘2 − ∫𝐹𝑎𝑑𝑡)

𝑚1
+

(𝑝𝑟2 + 𝑝𝑘2 + ∫𝐹𝑎𝑑𝑡)

𝑚2
= 0. 

(9) 

A korábban említett sebességek egyenlőségéből következik, hogy 𝑝𝑟1 =
𝑟1

𝑘1
𝑝̇𝑘1 , 𝑝𝑟2 =

𝑟2

𝑘2
𝑝̇𝑘2 . A 

gyakorlatban a szimulációk elvégzéséhez célszerű az ún. állapotváltozós alakot használni, melynél elő 

kell állítani az állapotmátrixot, az input és output mátrixot. A másodrendű differenciálegyenletek 

fokszámának csökkentése érdekében új változók bevezetése szükséges, melyek a következők: 𝑝𝑘1 = 𝑥1, 

𝑝𝑘2 = 𝑥2, 𝑝̇𝑘1 = 𝑥3, 𝑝̇𝑘2 = 𝑥4. 

[

𝑥̇1
𝑥̇2
𝑥̇3
𝑥̇4

] =

[
 
 
 
 
 

0 0 1 0
0 0 0 1

−
𝑘1

𝑚1

𝑘1

𝑚1

−
𝑟1

𝑚1

𝑘1𝑟2

𝑘2𝑚1

𝑘2

𝑚1

−
𝑘2

𝑚1

−
𝑘2

𝑚2

𝑘2𝑟1

𝑘1𝑚1

−
𝑟2

𝑚1

−
𝑟2

𝑚2]
 
 
 
 
 

[

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

]+

[
 
 
 
 
 
 

0 0 0
0 0 0

𝑘1𝑟1

𝑚1

𝑘1
2

𝑚1

−
𝑘1

𝑚1

−
𝑟1𝑘2

𝑚1

−
𝑘1𝑘2

𝑚1

𝑘2

𝑚2

+
𝑘2

𝑚1]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 

𝑢(𝑡)

∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡

∫ 𝐹𝑎𝑑𝑡
]
 
 
 
 

. (10) 

A kimeneti vektorban az impulzusok deriváltjai, azaz az erők szerepelnek: 

[
𝑦1

𝑦2
] = [

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

]+ [

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

]

[
 
 
 
 

𝑢(𝑡)

∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡

∫𝐹𝑎𝑑𝑡
]
 
 
 
 

. (11) 

2. Szimula cio s pe ldaprogram kiege szí tve PID szaba lyozo val 

Az 1. fejezetben tárgyalt elsődleges és másodlagos változókkal felírt modellek verifikálása érdekében 

Scilab XCOS szoftverkörnyezetben szimulációk futtatása valósul meg. Az 𝑢(𝑡) által szolgáltatott nem 

kívánatos rezgések csökkentése érdekében az aktív elem, mint aktuátor fog beavatkozni. A szabályozás 

egy PID blokk segítségével történik, az aktuátor beavatkozáshoz szükséges ereje a következő 

összefüggés alapján fog összeállni: 

𝐹𝑎(𝑡) = 𝑘𝑝𝑦2(𝑡) + 𝑘𝑖∫ 𝑦2(𝑡)
𝜏

𝑑𝑡 + 𝑘𝑑

𝑑𝑦2(𝑡)

𝑑𝑡
, (12) 

ahol az erősítési tényezőket 𝑘𝑝 , 𝑘𝑖  és 𝑘𝑑  jelölik, valamint 𝑦2(𝑡)  a 2 jelű tömeg elmozdulása az idő 

függvényében. 

A 2. és 3. ábrákon láthatók az elmozdulás-, valamint az impulzus koordinátákkal megadott rendszer 

állapotváltozós alakjai. Az utóbbi esetében 𝑦1  és 𝑦2  elmozdulások megkaphatók, ha az impulzus 

deriváltakból kifejezzük azokat: 𝑦1 = 𝑝̇𝑘1/𝑘1, 𝑦2 = 𝑝̇𝑘2/𝑘2 + 𝑦1 . Az „A” jelű input szolgáltatja az 𝑢(𝑡) 

függvényt. 

A csatolt, közönséges differenciálegyenlet-rendszer megoldása Sundials/CVODE –BDF (Backward-

Differentiation-Formula) megoldóval történik, amely egy általános kezdetiértékfeladat megoldónak 

számít [6]. 
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2. ábra: Az állapotváltozós alak általánosított elmozdulás koordináták alapján 

 

3. ábra: Az állapotváltozós alak duális megközelítéssel 

Az input függvényt (lásd: 4. ábra) periodikusnak tekintve, az alábbi alakban vesszük fel: 

𝑢(𝑡) = {𝐴
|sin𝜔𝑡|, ha 0𝑠 ≤ 𝑡 < 2𝑠,

0, ha 𝑡 ≥ 2𝑠,
 (13) 

ahol az amplitúdó 𝐴 = 0,02 𝑚 , a körfrekvencia 𝜔 = 6,25 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 . A rendszerparaméterek az [5] 

alapján kerültek megválasztásra: 𝑘1 = 2,2 ∙ 105𝑁/𝑚, 𝑘2 = 25 ∙ 103𝑁/𝑚, 𝑟1 = 1,8 ∙ 103𝑁𝑠/𝑚, 𝑟2 = 1,5 ∙

103𝑁𝑠/𝑚, 𝑚1 = 320 𝑘𝑔, 𝑚2 = 42 𝑘𝑔. A szimuláció homogén kezdeti feltétel előírásával valósul meg. 

Ziegler-Nichols módszer [7] alkalmazásával történik a PID szabályozó hangolása. Első lépésben a 

rendszert a stabilitás határára szükséges vinni (lásd: 5. ábra), melynek eredménye jelen esetben az 𝑦2 

elmozdulás oszcilláló jellege az alapjel körül az idő függvényében. A szaggatott vonalakkal reprezentált 

görbe a szabályozás nélküli esetet-, míg a folytonos vonalakkal megrajzolt görbe a stabilitás határáig 

elvitt rendszert mutatja. A meghatározott kritikus erősítés értéke 𝐾𝑘𝑟𝑖𝑡 = 250000 , az ehhez tartozó 

kritikus periódusidő pedig 𝑇𝑘𝑟𝑖𝑡 = 0,23𝑠𝑒𝑐 . Ezek alapján a PID szabályozó elméleti paraméterei, 

klasszikus PID esetre: 𝑘𝑝 = 150000, 𝑘𝑖 ≅ 1305000, 𝑘𝑑 ≅ 4313. 

Hangolást követően az eredményeket a 6. ábra szemlélteti, míg a 7. ábra bemutatja, hogy az idő 

függvényében az aktuátornak a beavatkozáshoz mekkora erőkifejtésre van szüksége. A 6. ábrán 

szaggatott vonalakkal ábrázolt görbe a szabályozás nélküli-, míg a folytonos görbe a behangolt PID 

szabályozóval működő esetet mutatja. 
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4. ábra: Az útgerjesztés az idő függvényében 

 

5. ábra: A 2 jelű tömeg elmozdulása szabályozás nélkül és a stabilitás határán 

 

6. ábra: A 2 jelű tömeg elmozdulása szabályozás nélkül és szabályozással 
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7. ábra: Az aktuátor szükséges erőkifejtése 

O sszefoglala s 

A cikk egy mechanikai rezgőrendszer példáján keresztül bemutatta a kevésbé ismert, duális 

megközelítés alkalmazásával történő matematikai modell felállítását. A feladat során mind 

általánosított elmozdulás-, mind általánosított impulzus koordinátákra megtörtént a csatolt 

differenciálegyenletek levezetése, majd az állapotváltozós alak felírása. Az 𝑢(𝑡) elmozdulás gerjesztés 

hatására történő 2 jelű tömeg elmozdulásának csökkentése érdekében PID szabályozó illesztése 

valósult meg Scilab szoftverben, melynek hangolása a Ziegler-Nichols módszerrel történt meg. Az 

ilyesfajta felírásmód egyik előnye az, hogy a rendszer kimeneten egyből megkaphatók az erők, amelyek 

mérése egy valós rendszerben egyszerűbben kivitelezhető, mint az elmozdulásoké. 
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