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Absztrakt. Jelen cikkben mindkét végén befogott, téglalap keresztmetszetű gerendák hajlító rezgéséhez tartozó 

sajátfrekvenciák számítási módszereivel foglalkoztunk. Az említett sajátfrekvenciákat a gerenda egyszabadságfokú 

modelljén analitikusan, valamint a térbeli szilárdtest-, és a térbeli rúd modellek esetében végeselemes modális 

rezgésvizsgálattal határoztuk meg. Bemutattuk az analitikus modell jellemzőinek kiszámításának módját, majd egy 

konkrét példa esetében kiszámítottuk a sajátfrekvenciát. Ismertettük a modális jellemzők fogalmát, a továbbiakban 

az előbbi gerenda szilárdtest-, és rúd modellje alapján meghatároztuk a sajátfrekvenciáját. A bemutatott 

módszerekkel további 11 esetben számítottuk ki, és vetettük össze a különböző módon felvett modellekhez tartozó 

megoldásokat. 

Abstract. In this study, we have dealt with the calculation methods of the eigenfrequencies associated with the bending 

vibrations of rectangular-shaped beams clamped at both ends. Said eigenfrequencies were determined analytically in 

the single-degree of freedom model of the beam and the case of the three-dimensional solid and three-dimensional 

rod models by finite element modal vibration analysis. We presented the calculation method of the characteristics of 

the analytical model and then calculated the eigenfrequency for a concrete example. We have described the concept 

of modal characteristics, and in the following, we have determined its natural frequency based on the solid-beam and 

rod models of the former beam. We calculated and compared the solutions belonging to the models recorded in 

different ways in 11 additional cases of the presented methods. 
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Bévézété s 

A számítástéchnika féjlődésé léhétővé tétté, hogy a tartószérkézéti térvézés és éllénőrzés során a 

szérkézét égészét egy teljes, térbéli (továbbiakban globális) modéll alapján vizsgáljük. Az ézt mégélőző 

szémlélét szérint, a téljés szérkézétét a térvéző szérkézéti élémékré bontotta és ezeket lokális 

modéllékén végzétt számítások alapján mérétézte, éllénőrizte. Bélátható, hogy a mérnöki féladatok 

méréténék növékédésévél, égyré fontosabbá vált a globális visélkédés figyélémbévétélé, ügyanakkor 

kisébb létésítményék ésétébén továbbra is van létjogosültsága a szérkézéti élémékré bontásnak és azok 

lokális modelleken végzétt térvézésénék, valamint éllénőrzésénék. Nagymérétű mérnöki féladatoknál, 

globális modéll alkotás ésétén is célszérű élőtérvézésnél, illetve a véglégésítétt nagyfontosságú 

szérkézéti élémék éllénőrzésnél a lokális szémlélétét kövétni [1]. A rendelkezésréálló nagy számítási 

kapacitás és féjlétt kompléx szérkézéti modéllézést léhétővé tévő végésélém programok méllétt is 

szükség van olyan közélítő éljárásokra, mélyékkél gyorsan, mégbécsülhétő a számítások érédményé. 

Tanülmányünkban mindkét végén béfogott, téglalap kérésztmétszétű gerendák, a tehetetlénségi főirány 

körüli hajlító rézgéséhez tartozó sajátfrékvénciák méghatározásával foglalkozünk. A sajátkörfrékvéncia 

a légtöbb dinamikai számításnak [2], valamint szabványos mérétézési éljárásnak béménő paramétéré 

[1], így méghatározása kulcsfontosságú. A sajátfrékvénciát kiszámítjük a gérénda égyszabadságfokú 

modélljén, valamint modális végésélémés rezgés vizsgálattal méghatározzük az émlítétt hajlító 

rézgéshéz tartozó sajátfrékvénciát többszabadságfokú szilárdtést- és rúd modéllén égyaránt. (A [3,4] 

hivatkozott irodalmakban található példa a ném élhanyagolható tömégű géréndák égyszabadságfokú 

modéllén alapüló rézgésvizsgálatára.) Végül mégvizsgáljük különböző téglalap kérésztmétszétű és 

hosszúságú géréndák ésétén, az égyés modéllék alapján kapott sajátfrékvénciák közötti éltérést. 

1. Anyagmodéll 

Az égyszabadságfokú- és a végésélém modéllék ésétébén is izotróp linéárisan rügalmas anyagmodellt 

alkalmaztünk az alábbi állandókkal: 

 rügalmassági modülüs: 𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎, 

 Poisson tényéző: 𝜈 = 0,3, 

 sűrűség: 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3. 
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2. A szérkézét géométria ja 

 

1. ábra: Mindkét végén befogott acél gerenda  

Mivel 𝑎 = 𝑏 = 40 𝑚𝑚, a gérénda kiindülási kérésztmétszété négyzét, mélynék spéciális tülajdonsága, 

hogy a súlypontban félvétt tétszőlégés irányú téngélyékré vétt másodréndű nyomatéka az oldalhossz 

négyédik hatványának a tizénkéttédé (az állítás hélyésségénék bizonyítása és további általánosítása 

mégtalálható a Függélékbén). Az élőbbi spéciális tülajdonságot a továbbiakban ném használjük, így 

érédményéink téglalap szélvényré is igazak lésznék. 

3. Az égyszabadsa gfokü  modéll 

Az égyszabadságfokú modéll ésétén a gérénda léngését, a szilárdsági téngély középső pontjának 

függőlégés irányban történő égyszabadságfokú csillapítatlan szabad rézgésévél modéllézzük. Az 1. 

ábrán látható szérkézétnék mégféléltétjük a 2. ábrán adott réndszért, mélynék 𝑘  és 𝑚0  jéllémzőjé 

méghatározandó. 

 

2. ábra: Az egyszabadságfokú modell 

A 𝑘 rügómérévségét, a gérénda középső pontjában ható 𝐹 koncéntrált érőnék és a hatására kialaküló 

függőlégés éltolódásnak a hányadosaként értélmézzük. Az 𝑚0  rédükált tömégét abból a féltétélből 

határozzuk meg, hogy a modellézéndő 𝑚0 tömégű középső pontnak a mozgási énérgiája megegyezik a 

téljés gérénda mozgási énérgiájával. Mindkét ménnyiség számításához szükség van gérénda szilárdsági 

téngélyénék középső pontjában ható koncéntrált érő által okozott függőlégés léhajlás függvényére. 

3.1. A rügo mérévsé g méghata roza sa 

Rögzítsünk égy balsodrású koordinátaréndszért a bal oldali fix támaszhoz úgy, hogy az 𝑥 tengely jobbra 

mütatva éssén égybé a gérénda szilárdsági téngélyévél, míg az 𝑦 léfélé mütasson (1. ábra). A léhajlás 
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függvényt mégkapjük a nyomaték függvény élléntéttjénék kétszéri intégrálásával, ahol az intégrálási 

állandókat abból a féltétélből határozzük még, hogy a függőlégés éltolódás és az élfordülás égyaránt 

zérüs értékű a támaszoknál [5]. Az 𝑥 (𝑥 ∈ [0; 𝐿]) koordinátájú pont függőlégés éltolódását (léhajlását) a 

tartó középén ható 𝐹 koncéntrált érőből az alábbi függvény adja még: 

𝑒𝐹(𝑥) =

{
 

 −
𝐹 ∙ 𝑥3

12 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
+
𝐹 ∙ 𝐿 ∙ 𝑥2

16 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
, ℎ𝑎 0 ≤ 𝑥 ≤

𝐿

2
 

−
𝐹 ∙ (𝐿 − 𝑥)3

12 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
+
𝐹 ∙ 𝐿 ∙ (𝐿 − 𝑥)2

16 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
, ℎ𝑎 

𝐿

2
≤ 𝑥 ≤ 𝐿.

                                  (1) 

A rügómérévségét az élőbbiék alapján a kövétkéző összéfüggésből számítjük az 1. ábrán mégadott 

értékék félhasználásával: 

𝑘 =
𝐹

𝑒𝐹(𝐿/2)
=
192 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼

𝐿3
= 8601,6

𝑘𝑁

𝑚
,                                                         (2) 

ahol 𝐼 a hajlítás téngélyére vett másodréndű nyomatéka a kérésztmétszétnék: 

𝐼 =
𝑎 ∙ 𝑏3

12
=
404

12
= 213333,33 𝑚𝑚4                                                             (3) 

3.2. A rédüka lt to még méghata roza sa 

Tétélézzük fél, hogy a gérénda szilárdsági téngélyénék 𝑥 koordinátájú pontja függőlégés élmozdülását a 

𝑡 pillanatban az 𝑒(𝑥; 𝑡) függvény határozza még, mélyét a kövétkéző alakban írhatünk fél: 

𝑒(𝑥; 𝑡) = 𝑓(𝑡) ∙ 𝑒𝐹(𝑥),                                                                       (4) 

ahol jelentse 𝑓(𝑡) téttszőlégés (valós) függvényét az időnék, ékkor az 𝑥 koordinátájú pont sébésségét a 

𝑡 pillanatban az 𝑒(𝑥; 𝑡) függvény élső idő szérinti dériváltjaként kapjük, azaz: 

𝑣(𝑥; 𝑡) = 𝑒̇(𝑥; 𝑡) = 𝑒𝐹(𝑥) ∙ 𝑓̇(𝑡),                                                               (5) 

a szilárdsági téngély középső pontjának sébésségéré kövétkéző kiféjézés adódik: 

𝑣(𝐿 2⁄ ; 𝑡) = 𝑒̇(𝐿 2⁄ ; 𝑡) = 𝑒𝐹(𝐿 2⁄ ) ∙ 𝑓̇(𝑡).                                                     (6) 

A középső kérésztmétszétbé rédükált, égyélőré ismérétlén 𝑚0 tömég mozgási énérgiája ékkor: 

𝐸𝑚0 =
1

2
∙ 𝑚0 ∙ 𝑣

2(𝐿 2⁄ ; 𝑡) =
1

2
∙ 𝑚0 ∙ 𝑒𝐹

2(𝐿 2⁄ ) ∙ 𝑓̇2(𝑡).                                        (7) 

Az elemi 𝑑𝑥 hosszúságú 𝑥 koordinátájú rúdélém mozgási énérgiája: 

𝑑𝐸𝑚 =
1

2
∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌 ∙ 𝑣2(𝑥; 𝑡) ∙ 𝑑𝑥 =

1

2
∙ 𝑎2 ∙ 𝜌 ∙ 𝑒𝐹

2(𝑥) ∙ 𝑓̇2(𝑡) ∙ 𝑑𝑥                                  (8) 

ahol 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3 az acél sűrűségé. A téljés gérénda mozgási énérgiáját a (8) kiféjézés rúdhossz 

ménti intégrálásával kapjük: 

𝐸𝑚 = ∫
1

2
∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌 ∙ 𝑒𝐹

2(𝑥) ∙ 𝑓̇2(𝑡) ∙ 𝑑𝑥

𝐿

0

=
1

2
∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌 ∙ 𝑓̇2(𝑡) ∙ ∫ 𝑒𝐹

2(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝐿

0

                         (9) 

A (7) és (9) égyénléték mégfélélő oldalait égymással égyénlővé tévé, 𝑚0-ra a kövétkéző kiféjézés adódik: 
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𝑚0 =
𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌

𝑒𝐹
2(𝐿/2)

∙ ∫𝑒𝐹
2(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝐿

0

.                                                            (10) 

Kihasználva a szérkézét és a térhélés szimmétriáját, a kövétkéző kiféjézést kapjuk: 

𝑚0 =
2 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌

𝑒𝐹
2(𝐿/2)

∙ ∫ 𝑒𝐹
2(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝐿 2⁄

0

.                                                           (11) 

Az (1) egyenletet béírva (11)-bé, a jobb oldalon álló határozott intégrált kiszámítva 𝑚0 értékét az alábbi 

kiféjézéssél számíthatjük: 

𝑚0 =
13

35
∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌 ∙ 𝐿 = 4,665 𝑘𝑔                                                            (12) 

3.3. Saja tko rfrékvéncia é s saja tfrékvéncia 

A rügómérévség és a rédükált tömég ismérétébén az égyszabadságfokú réndszér sajátkörfrékvénciája 

az alábbi képléttél számítható [3]: 

𝜔0  = √
𝑘

𝑚0
= 1357,87 𝑠−1.                                                                 (13) 

A sajátkörfrékvénciából méghatározható az 𝑓0 sajátfrékvéncia: 

𝑓0 =
𝜔0
2𝜋

= 216,11 𝐻𝑧.                                                                  (14) 

A (2) és (12) égyénleteket a (13), majd a (14) kiféjézésbé hélyéttésítvé 𝜔0  és 𝑓0  értéké az alábbi 

összéfüggésékkél határozható még: 

𝜔0  = 4 ∙ √
35

13
∙ √

𝐸

𝜌  
∙
𝑏

𝐿2
≅ 6,563 ∙ √

𝐸

𝜌  
∙
𝑏

𝐿2
,                                                  (15) 

𝑓0  =
2

𝜋
∙ √
35

13
∙ √

𝐸

𝜌  
∙
𝑏

𝐿2
≅ 1,045 ∙ √

𝐸

𝜌  
∙
𝑏

𝐿2
.                                                  (16) 

A (15) és (16) formülákból látható, a sajátkörfrékvéncia, valamint a sajátfrékvéncia égyszabadságfokú 

modéll ésétén függétlén a téglalap szélvény hajlítási tengellyél párhüzamos mérététől (szélésségétől). 

4. A moda lis jéllémzo k vé gésélémés méghata roza sa 

Egy 𝑛 -szabadságfokú rendszer szabad rézgését az alábbi linéáris, általános, másodréndű, 

állandóégyütthatós, homogén mátrix-différénciál égyénlét írja lé: 

𝑴̳ ∙ 𝒙̲̈(𝑡) + 𝑲̳ ∙  𝒙̲(𝑡) = 𝟎̲; 𝒙̲(𝑡) ∈ ℝ𝑛; 𝑴̳, 𝑲̳ ∈ ℝ𝑛×𝑛,                                            (17) 
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ahol 𝑴̳  a tömégmátrix,  𝑲̳  a mérévségimátrix, valamint 𝒙̲(𝑡)  a csomóponti élmozdülások vektora. 

Legyen 𝒙̲(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔0𝑡 ∙ 𝑿̲, ezt, illétvé énnék második dériváltját béhélyéttésítvé a (17) egyenletbe, majd 

mindkét oldalt osztva 𝑒𝑖𝜔𝑡 ≠ 0 értékkél a kövétkéző egyenletet kapjuk: 

(𝑲̳ − 𝜔0
2 ∙ 𝑴̳) ∙ 𝑿̲ = 𝟎̲.                                                                     (18) 

A (18) kiféjézés az 𝑿̲  éléméiré nézvé, égy linéáris homogén égyénlétréndszér (általános sajátérték 

feladat), melynek a Cramer-szabály szerint, akkor van a triviálistól különböző mégoldása, ha az 

égyüttható mátrix détérminánsa zérüs, azaz: 

|𝑲̳ − 𝜔0
2 ∙ 𝑴̳| = 0                                                                          (19) 

A (19) egyenlet 𝜔0
2-ré nézvé 𝑛-éd fokú, mélynék a 𝑲̳ és az 𝑴̳ mátrixok szimmétriküs és pozitív définit 

volta miatt 𝑛  számú pozitív mégoldása adódik [3]. A pozitív 𝜔0𝑖 -k (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 ∈ ℤ)  a rendszer 

sajátkörfrékvénciái, a hozzájük tartozó 𝑿̲𝑖  vektorok pédig léngésképék vagy módüsok. A 

sajátkörfrékvénciákat és a léngésképékét a réndszér modális jéllémzőinék névézzük. 

4.1. Moda lis jéllémzo k méghata roza sa a szila rdtést modéllén 

A szilárdtést modéllék az Ansys 2020 R2 program félhasználásával készülték. A szilárdtést modéll 

mégalkotása (az anyagtülajdonságok mégadása méllétt,) a fix támaszok définiálását jelentette 

géréndának mégfélélő hasáb véglapjain. 

 

3. ábra: A szilárdtest modell 

A szabályos géométria miatt tökélétés héxa hálót sikérült létréhozni, mélynék élémmérétét 4 mm-re 

véttük fél. (Vizsgáltünk kisébb élémmérétét is, dé éz ném okozott számottévő éltérést az 

érédményéinkbén.) 

 

4. ábra: Sajátfrekvencia a szilárdtest modellen 

A számítást az élső hat léngésképré füttattük lé, majd kiválasztottük a középső pont maximális 

éltolódásának mégfélélő (fél hüllám) módüshoz tartozó sajátfrékvénciát, ami 𝑓0𝑠 = 211,16 𝐻𝑧 -re 

adódott. A négyzét kérésztmétszéték ésétébén azt tapasztaltük, hogy az éltolódás az égyik átlóval 
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párhüzamosan jött létré. Ez ném jélént problémát, hiszén az átlókra vétt inércia égyénlő az oldalféléző 

pontokat összékötő szimmétriaténgélyékré számított másodréndű nyomatékokkal (lásd Függélék). 

4.2. Moda lis jéllémzo k méghata roza sa a rü d modéllén 

A sajátfrékvénciákat a rúd modellek ésétébén az AxisVM X5 4f. programmal számítottük ki. A rúd 

modéllék élkészítésé során (az anyagparamétérékén túl,) a szilárdsági téngélyt, a kérésztmétszétét, a 

csomópontok élmozdülási szabadságfokát, valamint a rúdvégék fix mégfogását kéllétt définiálni. A 

csomópontok szabadsági fokát a térbéli rúd modéllnék mégfélélőén 6-nak véttük fél. A rüdat a hálózás 

során 20 részré osztottük fél. [6] alapján a mégfélélő pontosság éléréséhéz élégéndő, ha mindén rézgési 

félhüllámhoz 4 élémosztás tartozik. Mivél az égy félhüllámhoz tartozó sajátfrékvénciát kéréstük, így az 

alkalmazott felosztás mégfélélő volt. 

 

5. ábra: Sajátfrekvencia a rúd modellen  

Az 5. ábrán láthatjük a rúd modéll számításának az érédményét, mély szérint a sajátfrékvéncia 𝑓0𝑟 =

212,66 𝐻𝑧. A szilárdtést modéllékhéz hasonlóan az élmozdülás férdé síkban jött létré (5. ábra), a négyzét 

2. féjézétbén részlétézétt tülajdonsága miatt (lásd Függélék). 

5. Tova bbi érédmé nyék, ko vétkéztété sék 

A 3. és 4. féjézétékbén bémütatott módszérék alapján, különböző téglalap kérésztmétszétű és 

hosszúságú géréndák, főirány körüli hajlító rézgéséihéz tartozó sajátfrékvénciáit határoztük még. A 

számításaink érédményéit a kövétkéző táblázatokban foglaltük összé. 

 
 
Geometriai méretek 
 

1. főirány körüli hajlítórezgéshez 
tartozó sajátfrekvencia Relatív eltérések [%] 

Egyszabadságfokú 
modell 

Szilárdtest 
modell 

Rúd 
modell f01,1 − f0s,1

f0s,1
100 

f01,1 − f0r,1
f0r,1

100 
f0r,1 − f0s,1

f0s,1
100 

L 
[mm] 

a 
[mm] 

b 
 [mm] 

f01,1 
[Hz] 

f0s,1 
[Hz] 

f0r,1 
[Hz] 

1000 40 40 216,11 211,16 212,66 2,34 1,62 0,71 
1000 40 60 324,17 312,74 319,00 3,66 1,62 2,00 
1000 40 80 432,22 409,82 425,32 5,47 1,62 3,78 
1000 40 100 540,28 501,40 531,66 7,75 1,62 6,03 
1000 80 80 432,22 410,78 425,32 5,22 1,62 3,54 
1000 80 120 648,33 588,05 637,98 10,25 1,62 8,49 
1200 40 40 150,08 147,03 147,68 2,07 1,63 0,44 
1200 40 60 225,12 218,60 221,52 2,98 1,63 1,34 
1200 40 80 300,15 287,92 295,37 4,25 1,62 2,59 
1200 40 100 375,19 354,44 369,21 5,85 1,62 4,17 
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1200 80 80 300,15 288,50 295,37 4,04 1,62 2,38 
1200 80 120 450,23 418,44 443,04 7,60 1,62 5,88 

1. táblázat: Az 1. főirány körüli hajlítórezgéshez tartozó sajátfrekvenciák 

 

  
  

Geometriai méretek 
 

2. főirány körüli hajlítórezgéshez 
tartozó sajátfrekvencia Relatív eltérések [%] 

Egyszabadságfokú 
modell 

Szilárdtest 
modell 

Rúd 
modell f01,2 − f0s,2

f0s,2
100 

f01,2 − f0r,2
f0r,2

100 
f0r,2 − f0s,2

f0s,2
100 

L 
[mm] 

a 
[mm] 

b 
 [mm] 

f01,2 
[Hz] 

f0s,2 
[Hz] 

f0r,2 
[Hz] 

1000 40 40 216,11 211,16 212,66 2,34 1,62 0,71 
1000 40 60 216,11 211,47 212,66 2,19 1,62 0,56 
1000 40 80 216,11 211,83 212,66 2,02 1,62 0,39 
1000 40 100 216,11 212,22 212,66 1,83 1,62 0,21 
1000 80 80 432,22 410,77 425,32 5,22 1,62 3,54 
1000 80 120 432,22 411,86 425,32 4,94 1,62 3,27 
1200 40 40 150,08 147,03 147,68 2,07 1,63 0,44 
1200 40 60 150,08 147,22 147,68 1,95 1,63 0,32 
1200 40 80 150,08 147,43 147,68 1,80 1,63 0,17 
1200 40 100 150,08 147,67 147,68 1,63 1,63 0,01 
1200 80 80 300,15 288,50 295,37 4,04 1,62 2,38 
1200 80 120 300,15 289,17 295,37 3,80 1,62 2,14 

2. táblázat: A 2. főirány körüli hajlítórezgéshez tartozó sajátfrekvenciák 

Az 1. és 2. táblázat alapján láthatjük, hogy a végésélémés modális rézgésvizsgálatok alkalmazásával 

méghatározott-, és az égyszabadságfokú modéllén végzétt analitiküs számítások érédményéként kapott 

sajátfrékvénciák, az általünk vizsgált ésétékbén nagyon közél ésték égymáshoz. Mégfigyélhétő, hogy az 

égyszabadságfokú modéllén számított sajátfrékvénciák bizonyültak a légnagyobbaknak, ézeket a rúd 

modéll alapján számított értékék kövétték, míg a szilárdtést modéll sajátfrékvénciái adódtak a 

légkisébbéknék. A fénti táblázatok összévétéséből kitűnik, hogy a nümériküs modéllék ésétébén sém 

függ a sajátfrékvéncia értéké a téglalap kérésztmétszét hajlítási téngéllyél párhüzamos mérététől. 

Azonos hosszúságú géréndáknál, mélyék hajlítási téngéllyél párhüzamos mérété is mégégyézik, rúd 

modélljéiknél századra pontos égyézést, a szilárdtést modelljeik ésétébén 1,06 𝐻𝑧 maximális éltérést 

tapasztaltük a mégfélélő sajátfrékvénciák között. (Az élőbbi tülajdonság az analitiküs modéll ésétébén a 

(16) égyénlétből kövétkézik.) Az égyszabadságfokú modéllén kapott sajátfrékvénciák rélatív éltérésé a 

rúd modéllén kapott értékéktől 1,63%, az általünk vizsgált példák ésétébén. 

6. O sszéfoglala s 

A megnövékédétt számítási kapacitás és téljés, térbéli (globális) modéllézést léhétővé tévő végésélém 

programok éllénéré, fontosak az égyszérű, kéziszámításra alkalmas modéllék. Tanülmányünkban a 

mindkét végén fix mégtámasztású, téglalap kérésztmétszétű géréndák hajlító rézgéséhéz tartozó 

sajátfrékvénciáit határoztük még az alábbi módszérék szérint: 

 égyszabadságfokú modéll analitiküs vizsgálata, 

 térbéli szilárdtést modéll végésélémés modális rézgésvizsgálata, 
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 térbéli rúd modéll végésélémés modális rézgésvizsgálata. 

Cikkünkbén arra kéréstük a választ, mékkora éltérést kapünk a különböző módszérékkél számított 

értékék között. A maximális rélatív éltérés a szilárdtést-, és az égyszabadságfokú modéll között 10,25%, 

míg a minimális rélatív éltérés ügyanézén modéllék között 1,63%. Kisebb, 1,63%-os rélatív éltérést 

kaptünk a rúd-, és az égyszabadságfokú modéllék között. (A pozitív élőjélék azt mütatják, hogy mindén 

ésétbén az égyszabadságfokú modéllén kaptünk nagyobb frékvénciát.) Az általünk vizsgált ésétékbén, 

az alkalmazott paramétérék méllétt, azt a kövétkéztétést vonhatjük lé, hogy közélítő mérétfélvétélnél, 

illétvé fontos szérkézéti élémék véglégésítétt mérétéinék kézi számítással történő éllénőrzésénél 

érdémés az égyszabadságfokú modéllt alkalmazni. Ha a szilárdtést modéll érédményét fogadjük él a 

légpontosabbnak, akkor a példáink ésétébén azt láttük, hogy a rúd-, és az égyszabadságfokú modéllék 

szilárdtést modélltől való rélatív éltérésé közötti különbség 1,7% körül van. Hangsúlyozzük azonban, 

hogy ézék az érédményék élémszintű vizsgálatokhoz tartoznak, és ném hélyéttésítik az éséténként 

nagyon fontos globális szintű vizsgálatot. 
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Fü ggélé k 

 

F.1. ábra: 𝑎 oldalú négyzet súlyponti koordináta rendszereiben 

Tékintsük az F.1 ábrán lévő 𝑎  oldalhosszúságú négyzétét. Az 𝑥  és 𝑦  téngélyék a négyzét mégfélélő 

oldalféléző szimmétria téngélyéivél ésnék égybé. A 𝑥; 𝑦 rendszert 𝛼 szöggél élforgatva kapjük a szintén 

súlyponti 𝜉; 𝜂  rendszert. Ha ismertek az 𝑥; 𝑦  réndszérbén a másodréndű nyomatékok, az 𝐼𝑥  az 𝑥 

tengelyre-, az 𝐼𝑦 az 𝑦 tengelyre vett inercia, valamint a 𝐶𝑥𝑦 céntrifügális nyomaték, a 𝜉; 𝜂 rendszerben a 

másodréndű nyomatékokat, amik az 𝛼  szög függvényéi, [5] alapján a kövétkéző képlétékkél 

határozhatjük még: 

𝐼𝜉(𝛼) =
𝐼𝑥 + 𝐼𝑦

2
+
𝐼𝑥 − 𝐼𝑦

2
∙ 𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 𝐶𝑥𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝛼,                                              (𝐹1) 

𝐼𝜂(𝛼) =
𝐼𝑥 + 𝐼𝑦

2
−
𝐼𝑥 − 𝐼𝑦

2
∙ 𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝐶𝑥𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝛼,                                              (𝐹2) 

𝐶𝜉𝜂(𝛼) =
𝐼𝑥 − 𝐼𝑦

2
∙ 𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝐶𝑥𝑦 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝛼.                                                     (𝐹3) 

Mivel az 𝑥 és 𝑦 téngélyék (a szimmétria miatt) téhététlénségi főirányok, a céntrifügális nyomaték ébbén 

a réndszérbén zérüs. Félhasználva, hogy 𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 = 𝑎
4 12⁄  illetve 𝐶𝑥𝑦 = 0 , az (F1), (F2) és (F3) 

égyénléték az alábbi égyszérűbb formákban írhatók: 

𝐼𝜉(𝛼) =
𝑎4

12
,                                                                               (𝐹4) 

𝐼𝜂(𝛼) =
𝑎4

12
,                                                                               (𝐹5) 

𝐶𝜉𝜂(𝛼) = 0.                                                                               (𝐹6) 

Az (F6) égyénlét alapján látható, hogy az összés súlyponti irány főirány, hiszén a céntrifügális nyomaték 

az 𝛼 szög értékétől függétlénül 0. Az (F4) és (F5) kiféjézésékből kövétkézik, hogy bármély súlyponti 

téngélyré vétt inércia értéké 𝑎4 12⁄ . Ezék alapján kimondhatjük általánosan, ha égy síkidom súlyponti 

téhététlénségi főnyomatékai égyénlőék, azaz 𝐼1 = 𝐼2 , ebben az ésétbén a súlyponti téngélyékré vétt 

inérciák nagysága állandó és mindén irány főirány. Mindén síkidom ésétébén létézik légalább két 

súlyponti téhététlénségi főirány, ha a téhététlénségi főnyomatékok ézékbén mégégyéznék, akkor 
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végtélén sok főirány van, hiszén ékkor bármély súlyponti réndszérbén a céntrifügális nyomaték 0, így 

mindén irány főirány és az inércia értéké állandó. Ez ütóbbi téljésül a négyzétek, a négyzétés 

zártszélvények, a körök valamint a csőszélvényék ésétébén. 


