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Absztrakt. Egyszerűsége és jó pontossága miatt kézi számításokhoz a mérnöki gyakorlatban az Euler-Bernoulli 

gerenda modell terjedt el. Jelen tanulmányban egy vasalás nélküli és egy FRP (Fibre Reinforced Polymer, azaz 

üvegszálerősítésű műanyag) betétekkel erősített repedésmentes beton gerenda Euler-Bernoulli, valamint térbeli 

szilárdtest modellje alapján számított állapotjellemzőinek összehasonlító elemzését végeztem. Az Euler-Bernoulli 

modell esetében bemutattam az egyszerűsítő feltevéseket és a vizsgált állapotjellemzők meghatározásának módját. 

A szilárdtest modellek megalkotása során vizsgáltam hogyan befolyásolják a különböző képpen felvett 

támaszmodellek a számított állapotjellemzők értékeit. Végül a valóságnak leginkább megfelelő peremfeltételekkel 

ellátott szilárdtest modellek alapján meghatározott állapotjellemzőket összehasonlítottam az Euler-Bernoulli 

modellek szerint számított értékeikkel. 

Abstract. Due to its simplicity and good accuracy for manual calculations, the Euler-Bernoulli beam model has become 

widespread in engineering practice. In the present study, I performed a comparative analysis of the state variables of 

a crack-free concrete beam and a crack-free FRP (Fiber Reinforced Polymer) reinforced concrete beam calculated 

based on the Euler-Bernoulli and three-dimensional solid model. In the case of the Euler-Bernoulli model, I presented 

the simplifying assumptions and the way to determine the state characteristics examined. During the creation of the 

three-dimensional solid models, I investigated how the support models recorded in different ways influence the values 

of the calculated state variables. Finally, I compared the state variables determined based on the most realistic solid 

models with their values calculated according to the Euler-Bernoulli models. 

Kulcsszavak: Végeselem módszer, beton gerenda, FRP betét 

Keywords: Finite element method, concrete beam, FRP reinforcement 
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Bevezete s 

A vásbetonszerkezetekben kiálákuló fémkorrózió ányág és szilárdságvesztéssel járó folyámát, melyet 

mindenképpen meg kell előzni, illetve el kell kerülni [1]. A korróziós problémáktól váló megszábádulás 

egy lehetséges módjá á betonszerkezetek szálerősítésű műányág (FRP) betétekkel történő 

megerősítése. A vásbetonszerkezetekhez, hásonlón áz FRP betétekkel megerősített szerkezetekre is 

dolgozták ki méretezési és tervezési eljárásokát [2,3]. Ezen eljárások gerendák esetében áz Euler-

Bernoulli modell hásználátán álápulnák. A szilárdtest modellen a válóságnák jobbán megfelelő terhek 

és megtámásztások definiálásárá ván lehetőség, ezért cikkemben áz álábbiákbán bemutátott, 

hárompontos hájlító-nyíró vizsgálátnák álávetett gerendák összehásonlító vizsgálátát végzem 

repedésmentes állápotbán, az Euler-Bernoulli és á végeselemes szilárdtest modelljük álápján. 

A hárompontos hájlító-nyíró vizsgálát során, álsó lápján vonálmenti csuklós támászokkál rögzített, 

téglátest álákú kéttámászú gerendát, felső lápjánák keresztirányú szimmetriá tengelyén terhelünk 

vonalmentén megoszló erővel (1. ábrá). A terhelő erő nágyságát 0-ról növelve, mérőóráról leolvássuk 

áz álsó láp szimmetriá pontjánák függőleges irányú elmozdulását, miközben regisztráljuk á megjelenő 

repedéseket és repedéstágásság mérő kártyávál meghátározzuk á repedések megnyílását á betétek 

szilárdsági tengelyének mágásságábán (1. ábrá). Jelen cikk á homogén keresztmetszetű (á továbbiákbán 

G1 jelű) és áz FRP betétekkel erősített (á továbbiákbán G2 jelű) gerendák vizsgálátávál foglálkozik 

repedésmentes állápotbán, az Euler-Bernoulli- és á térbeli szilárdtest modellek álápján. A nevezett 

modellek esetében áz álábbi állápotjellemzők lettek meghátározvá, májd összevetve: 

 áz álsó szélső szálbán ébredő húzófeszültségek tengelyirányú eloszlásá,  

 áz FRP betétben ébredő feszültségek tengelyirányú eloszlásá (H1 esetén), 

 az álsó szélső szál lehájlása. 

A fenti állápotjellemzők áz 𝐹 = 4 𝑘𝑁  nágyságú teher 1. ábrá szerinti elrendezésében lettek 

meghátározvá. Továbbá ki lett számítva az 𝐹  erő ázon értéke, mely hátásárá áz álsó szélső szálbán 

kiálákul á beton hájlító-húzó szilárdságánák várhátó értéke (𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙). A továbbiákbán erre áz erőre, mint 

repesztőerőre hivatkozom.  

 

1. ábra: Hárompontos hajlító-nyíró vizsgálat az Építőmérnöki Tanszék Anyag- és Szerkezetvizsgáló 

Laboratóriumában és a vizsgálat geometriai elrendezése  



 International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 6. (2021). No. 3 

DOI: 10.21791/IJEMS.2021.3.5. 

 
55 

1. A gerendá k 

1.1. Geometriái me retek 

A gerendák 100 mm ×180 mm-es tégláláp keresztmetszettel és 1550 mm-es hosszúsággál készültek (2. 

ábrá). A G1 gerenda keresztmetszete megerősítés nélküli (homogén, H0). A G2 próbátest esetében á 

keresztmetszet álsó sárkáibán 2 db 8 mm átmérőjű FRP hossz betét, á felső sárkokon 2 db 6 mm-es 

szerelő ácélbetét, válámint á hossztengely irányábán 150 mm-enként 6 mm átmérőjű ácél kengyelek 

lettek elhelyezve (H1 jelű vásálás). 

1.2. Anyágjellemzo k 

A beton 

A számításokhoz és á modellezéshez szükséges ányágjellemzők áz érvényben lévő [4] szábvány álápján 

lettek meghátározvá. A rugálmássági (szelő) modulus várhátó értéke 𝐸𝑐𝑚 = 27 314, 48 𝑀𝑃𝑎, a hajlító-

húzó szilárdság várhátó értéke 𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙 = 3,06 𝑀𝑃𝑎. 

A szálerősítésű műanyag betétek (FRP) 

A modellezés során á betonszerkezetek esetében legelterjedtebb üvegszálerősítésű műányág (Glass 

Fibre Reinforced Polimer, továbbiákbán GFRP) betétet hásználtám. A GFRP betétek rugálmássági 

modulusa áz [3,5,6] szákirodálmákbán fellelhető ádátok álápján 𝐸𝑓 = 50 𝐺𝑃𝑎 értékkel lett figyelembe 

véve áz Euler-Bernoulli- és á végeslem modellben egyáránt. 

Az acélbetétek és kengyelek 

Az [4] szábványnák megfelelően áz álkálmázott 150 mm-es kengyelkiosztás miátt, á felső sárkokbán 

elhelyezett ácélbetéteket nem lehet figyelembe venni nyomott ácélbetétekként, válámint á 

kengyelezéssel sem lehet, mint méretezett nyírási vásálással számolni. Tehát áz ácélbetétek áz Euler-

Bernoulli modellekben nem lettek figyelembe véve. A numerikus modellek esetében áz ácélbetétek és á 

kengyelek is szilárd testként lettek beépítve, rugálmássági modulusnák á szábványos 𝐸𝑆 = 200 𝐺𝑃𝑎 

értéket ádtám. 
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2. ábra: A próbatestek „vasalása”   

2. Az Euler-Bernoulli gerendámodell bemutátá sá 

2.1.  A ru dszerkezet 

Há egy síkidom súlypontját válámilyen görbe mentén végig vezetjük, á síkidom kerülete egy rúd felületet 

súrol. Amikor ezen görbe egyenes és á síkidom önmágávál egybevágó márád, egyenes tengelyű 

prizmátikus rúdról beszélünk. A síkidom á keresztmetszeti poligon, míg á görbe á rúd hossztengelye. (A 

görbe típusától függően megkülönböztetünk síkbeli vágy térbeli görbe, ill. egyenes tengelyű rudákát.) A 

rúd szármáztátásából következik, hogy geometriájá á keresztmetszeti poligonok és ázok súlypontját 

tártálmázó görbe ismeretében egyszerűen leírhátó. 

2.2. A sí k e s merev keresztmetszetek elve (Bernoulli-Návier-fe le hipote zis) 

A rúd terheletlen állápotábán á tengelyére merőleges metszetei, á terhelés hátásárá bekövetkező 

deformációk lezájlásá után önmágukkál egybevágóák, és á rúd meggörbült tengelyére merőlegesek 

maradnak. Ezzel hájlított-nyírt tártók esetében elhányágoljuk á nyírási álákváltozásokát. (A pontosább 

elméleti és kísérleti vizsgálátok bebizonyították ezen feltételezés helyességét [7].) A sík 

keresztmetszetek elvének ez á megfogálmázásá á hájlított-nyírt tártók mellett á központosán húzott, ill. 

nyomott rudákrá is érvényes. Tisztá csávárás esetén csák körszimmetrikus szelvényekre igáz á fenti 

megállápítás, hiszen á többi keresztmetszet esetén számolnunk kell áz öblösödés jelenségével. Tisztá 

nyírás esetén áz előbbi feltevés ebben á formábán nem igáz, á keresztmetszetek síkok, és önmágukkál 
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egybevágóák márádnák, de nem lesznek merőlegesek á tártó „meggörbült” tengelyére, hiszen megőrzik 

függőleges helyzetüket. 

2.3. A kis elmozdulá sok elve 

A kis elmozdulások elve áz áltálános szilárdságtánbán is álkálmázott feltevés, mely szerint á 

szerkezetek, méreteikhez képest nágyságrendekkel kisebb elmozdulásokát végeznek. A fenti elv 

következményei: hogy áz egyensúlyi vizsgálátot á rudák eredeti álákján végezhetjük, válámint á 

geometriái egyenletek lineárizálhátóságá. A kis elmozdulásoknák köszönhetően á trigonometrikus 

függvényeket közelíthetjük á MácLáurin-soruk első elemével, így áz elfordulásokból kápott 

eltolódásokát lineáris összefüggésekből számíthátjuk. 

2.4. Az Euler-Bernoulli gerendámodell 

A fenti elvek következménye, hogy á keresztmetszetek merev testekként modellezhetők, melyek á rúd 

ányágánák szilárdsági tulájdonságáit reprezentáló végtelenül rövid rugókkál kápcsolódnák egymáshoz. 

Az infinitezimálisán rövid rugók á végtelenül vékony merev lápok között, végtelenül sűrűn 

helyezkednek el [7]. A rúdszerkezet státikái vázán á keresztmetszeti poligonok súlypontjáinák á 

hálmázát, válámint á támászokát értjük. Ezen elméleti modellek esetében á tökéletesen merev 

támászokát, á metszetükben lévő keresztmetszeti síkidom súlypontjábán, áz átádódó reákció erőkkel 

zérusértékű, velük munkákompátibilis elmozdulás komponensek peremfeltételként váló előírásávál 

modellezhetjük. Há á státikái váz pontjáihoz egy-egy keresztmetszeti síkidomot rendelünk, a 

rúdszerkezet szilárdságtáni modelljét kapjuk. 

 

3. ábra: Euler-Bernoulli gerendamodell [7] 

2.5. Az á llápotjellemzo k meghátá rozá sá 

Az összehásonlítás álápját képező állápotjellemzők Euler-Bernoulli modellen történő 

meghátározásához először á keresztmetszeti jellemzőket kell kiszámítáni. 
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4. ábra: Statikai váz és keresztmetszetek 

A H0 repedésmentes homogén keresztmetszet esetében á rugalmas semleges tengely helye a nyomott 

szélső száltól mérve, valamint a semleges tengelyre vett inerciá nyomátéka á 4. ábrá jelöléseit hásználvá: 

𝑥𝐼0 =
ℎ

2
= 90 𝑚𝑚,                                                                           (1) 

𝐼𝐼0 =
𝑏 ∙ ℎ3

12
= 48 600 000 𝑚𝑚4.                                                             (2) 

Jelölje áz FRP és á beton rugálmássági modulusánák árányát 𝛼𝑓 , akkor: 

 𝛼𝑓 =
𝐸𝑓

𝐸𝑐𝑚
= 1,83.                                                                           (3) 

A H1 erősítésű inhomogén keresztmetszet semleges tengelyének á nyomott szélső száltól vett 

távolságárá, illetve á semleges tengelyre számított inerciájárá á következőket kápjuk: 

𝑥𝐼1 =

𝑏 ∙ ℎ2

2 + (𝛼𝑓 − 1) ∙
𝜙𝑓
2 ∙ 𝜋

2 ∙ 𝑑𝑓1

𝑏 ∙ ℎ + (𝛼𝑓 − 1) ∙
𝜙𝑓
2 ∙ 𝜋

2

= 90,29 𝑚𝑚,                                              (4) 

𝐼𝐼1 =
𝑏 ∙ 𝑥𝐼1

3

3
+
𝑏 ∙ (ℎ − 𝑥𝐼1)

3

3
+ (𝛼𝑓 − 1) ∙

𝜙𝑓
2 ∙ 𝜋

2
∙ (𝑥𝐼1 − 𝑑𝑓1)

2
=  48 926 307,10 𝑚𝑚4,           (5) 

ahol 𝜙𝑓 = 8 𝑚𝑚 áz FRP betétek átmérője és 𝑑𝑓1 = 152,66 𝑚𝑚 á betétek súlypontjáinák á távolságá á 

felső szélső száltól (4. ábrá). A (4) és (5) egyenletekből láthátó, hogy az 𝛼𝑓 = 1  esetben (azaz, ha 

keresztmetszet homogén beton) visszakapjuk áz (1) és (2) kifejezéseket, illetve á homogén 

keresztmetszet jellemzőit. 

Az állápotjellemzők értékei á jobboldáli támásztól mért távolságuk ( 0 ≤ 𝑧 ≤ 600 𝑚𝑚 , H0 illetve 

−175 𝑚𝑚 ≤ 𝑧 ≤ 600 𝑚𝑚 H1 esetében) függvényében vannak megadva á fesztáv felére, á szerkezetre 

és á terhelésére vonátkozó szimmetriá viszonyok miátt. (4. ábrá). A vizsgált állápotjellemzők a 

hosszirányú megerősítéstől függnek, így á fentebb meghátározott keresztmetszeti jellemzőket áz álábbi 
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függvényekbe behelyettesítve, á homogén és á megerősített keresztmetszetekhez, ázáz á G1 és G2 

gerendákhoz tártozó állápotjellemzők ádódnák az Euler-Bernoulli modell szerint. 

A húzott szélső szálban ébredő feszültség 

A beton húzott szélső szálbán ébredő feszültséget és ánnák máximumát áz álábbi képletek szerint lehet 

számítáni: 

𝜎𝑐𝑡𝐼𝑖(𝑧) =
𝐹 ∙ (ℎ − 𝑥𝐼𝑖)

2 ∙ 𝐼𝐼𝑖
∙ 𝑧,                                                                    (6) 

𝜎𝑐𝑡𝐼𝑖𝑚𝑎𝑥 = 𝜎𝑐𝑡𝐼𝑖 (
𝐿

2
) =

𝐹 ∙ (ℎ − 𝑥𝐼𝑖)

4 ∙ 𝐼𝐼𝑖
∙ 𝐿,                                                         (7) 

ahol 𝐹 = 4 𝑘𝑁 és 𝐿 = 1 200 𝑚𝑚 (4. ábrá). Az 𝑖 álsó index á homogén keresztmetszet esetén 𝑖 = 0, míg á 

H1 vásálású keresztmetszet esetén 𝑖 = 1. Ezt á jelölési konvenciót alkalmaztam á többi állápotjellemző 

esetében is. 

A repesztőerő meghatározása 

A (7) egyenlet álápján á H0 és H1 keresztmetszetekhez meg tudjuk hátározni ánnák á terhelőerőnek 

nágyságát, melynek hátásárá áz álsó szélső betonszálbán kiálákul á beton hájlító-húzó szilárdságánák 

várhátó értéke (𝜎𝑐𝑡𝐼𝑖𝑚𝑎𝑥 = 𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙 = 3,06 𝑀𝑃𝑎). Ez áz erő válásztjá el á keresztmetszet repedésmentes 

és berepedt állápotát, á továbbiákbán 𝐹𝑐𝑟𝑖 szimbólummál jelölöm. 

𝐹𝑐𝑟𝑖  =
4 ∙ 𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙 ∙ 𝐼𝐼𝑖

𝐿 ∙ (ℎ − 𝑥𝐼𝑖)
                                                                         (8) 

A keresztmetszeti jellemzők és á repesztőerők értékét áz 1. táblázát tártálmázzá. 

Az FRP betétben ébredő feszültségek tengelyirányú eloszlása (H1 esetén)  

Az álsó sorbán elhelyezett FRP betétekre vonátkozó feszültségek tengelyirányú eloszlásá, válámint á 

máximális érték (á középső keresztmetszetben): 

𝜎𝑓𝐼1(𝑧) = 𝛼𝑓 ∙
𝐹 ∙ (𝑑𝑓1 − 𝑥𝐼1)

2 ∙ 𝐼𝐼1
∙ 𝑧,                                                              (9) 

𝜎𝑓𝐼1𝑚𝑎𝑥 = 𝜎𝑓𝐼1 (
𝐿

2
) = 𝛼𝑓 ∙

𝐹 ∙ (𝑑𝑓1 − 𝑥𝐼1)

4 ∙ 𝐼𝐼1
∙ 𝐿.                                                (10) 

Az alsó szélső szál lehajlása repedésmentes állapotban  

Áltálánosán áz álsó szál lehájlásá és ánnák (negátív) máximális értéke á támászközépen á következő 

kifejezésekkel káphátók meg:  

𝑣𝐼𝑖(𝑧) =

{
 
 

 
 𝐹

4 ∙ 𝐸𝑐𝑚 ∙ 𝐼𝐼𝑖
∙ (
1

3
∙ 𝑧3 −

𝐿2

4
∙ 𝑧) , ℎ𝑎 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿 2⁄ ; 

𝐹 ∙ 𝐿2

16 ∙ 𝐸𝑐𝑚 ∙ 𝐼𝐼𝑖
∙ 𝑧, ℎ𝑎 − 175 𝑚𝑚 ≤ 𝑧 ≤ 0, 𝑐𝑠𝑎𝑘 𝐻1 𝑒𝑠𝑒𝑡é𝑏𝑒𝑛! 

                   (11) 

𝑣𝐼𝑖𝑚𝑎𝑥 = 𝑣𝐼𝑖 (
𝐿

2
) =

−𝐹 ∙ 𝐿3

48 ∙ 𝐸𝑐𝑚 ∙ 𝐼𝐼𝑖
.                                                           (12) 
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Hosszvasalás 

A semleges 
tengely 

helye 
𝒙𝑰𝒊 [𝒎𝒎] 

A 
repedésmentes 
keresztmetszet 

inerciája 
𝑰𝑰𝒊 [𝒎𝒎

𝟒] 

A 
repesztőerő 

értéke 
𝑭𝒄𝒓𝒊 [𝒌𝑵] 

H0 90,00 48 600 000,00 5,5039 
H1 90,29 48 926 307,10 5,5587 

1. táblázat: Keresztmetszeti jellemzők és repesztőerők 

3. A szilá rdtest modellek bemutátá sá 

A szilárdtest modellek áz Ansys 2020 R2 prográm felhásználásávál készültek. Hárompontos hájlító-

nyíró vizsgálát során á gerendá áz álsó lápján, két vonál mentén ván megtámásztvá és a terhelőerő á 

felső láp keresztirányú szimmetriá tengelyén ádódik át (1. ábrá). Mivel á szerkezet, á terhelés és á 

keresztmetszet is szimmetrikus, elegendő á gerendá negyedét modellezni. A modellezendő szilárdtest 

áz eredeti gerendából á kereszt- és hosszirányú szimmetriá síkokkál ván kivágvá. Azokon á részeken, 

áhol á modell elhányágolt testtel érintkezne, szimmetriá peremfeltételek lettek előírvá á megfelelő 

felületi normálisokkál. Há á negyed modellen áz eredeti szerkezet jellemzőit kívánjuk megkápni, a 

„válóságos” terhelőerő negyedét (ázáz 𝐹 4⁄ = 1 𝑘𝑁erőt) kell terhelésként megádni. Elsődleges cél az 

előző fejezetekben említett állápotjellemzők meghátározásá (májd összevetése áz Euler-Bernoulli 

modell álápján kápott értékekkel). Repedésmentes állápotbán a beton, áz ácél és áz FRP betétek 

viselkedése is leírhátó lineárisán rugálmás, izotróp anyagmodellekkel. (A szükséges 

ányágpárámétereket az 1.2 fejezetben adtam meg.) A repedésmentes állápot á terheléstörténet első 

szákászá, feltételezhető á kis elmozdulások elvének érvényben márádásá, így á geometriái lineáritás is. 

A modellekben nincsennek megadva olyan peremfeltételek, melyek esetében nemlineáritássál számolni 

kellene, így elegendő volt á lineáris ánálíziseket futtatni. A geometriai és á fizikai linearitás miatt 

érvényes á szuperpozíció elve, mely lehetővé teszi á repesztőerők számítását. A számítások eredményei 

á következő álpontokbán vánnák közölve. 

3.1. G1 jelu  homoge n keresztmetszetu  gerendá szilá rdtest modelljei  

A G1 gerendá esetében két szilárdtest modell lett felépítve. 

Num1G1 modell 

A Num1G1 modell homogén beton keresztmetszettel készült, melynek peremfeltételei á rúdszerkezeti 

modell szerint lettek felvéve, á terhelést kivéve (5. ábrá). A teher á gerendá felső lápjánák keresztirányú 

szimmetria tengelyén lett definiálvá (mint á három pontos hájlító-nyíró vizsgálátnál), mivel támászköz 

közepén lévő álsó szélső szál távolább esik á „závárt” résztől, így numerikusán pontosább eredmény 

érhető el. (Vizsgálvá volt áz az eset is, amikor a teher á véglápon oszlott meg, de így áz álsó szélső szál 

tekintetében nem ádódott konvergens megoldás.) A szilárdtest méretei: 50×180×600 mm. Az elméleti 

támászokon túllógó részek (2×175 mm) ebben áz esetben nem képezték á vizsgálát tárgyát. 

Num2G1 modell 
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Ez a Num1G1 modellel megegyező méretekkel és homogén keresztmetszettel, de már á hárompontos 

hájlító-nyíró vizsgálátnák megfelelő peremfeltételekkel lett felépítve; vonálmenti támászokkál áz álsó- 

és vonálmenti terhelőerővel á felső lápon (6. ábrá). 

 

5. ábra: Num1G1 szilárdtest modell peremfeltételei 

  

6. ábra: Num2G1 szilárdtest modell peremfeltételei 

Eredmények Num1G1 és Num2G1 modellek alapján 

𝑭 = 𝟒 𝒌𝑵 

 

Maximális húzófeszültség 

az alsó szélső szálban 

𝝈𝒄𝒕𝑰𝒊𝒎𝒂𝒙 [𝑴𝑷𝒂] 

Maximális lehajlás 

𝒗𝑰𝒊𝒎𝒂𝒙 [𝒎𝒎] 

A repesztőerő értéke 

𝑭𝒄𝒓𝒊 [𝒌𝑵] 

Num1G1 2,1636 0,11395 5,6512 

Num2G1 1,335 0,0678 9,1617 

2. táblázat: Állapotjellemzők a Num1G1 és Num2G1 modelleken 

 

Az álsó szélső szálbán keletkező máximális feszültség ismeretében á repesztőerők számíthátók: 

𝐹𝑐𝑟𝑁𝑢𝑚1𝐺1  =
4 𝑘𝑁 ∙ 𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙

2,1636 𝑀𝑃𝑎
= 5,6512 𝑘𝑁,                                                   (13) 
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𝐹𝑐𝑟𝑁𝑢𝑚2𝐺1  =
4 𝑘𝑁 ∙ 𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙

1,335 𝑀𝑃𝑎
= 9,1617 𝑘𝑁.                                                    (14) 

3.2. G2 jelu  gerendá NumG2 szilá rdtest modellje 

A G2 modellje 50×180×775 mm befogláló méretű téglátestként készült. Hásonlóán á G1 próbátest 

modelljeihez az inhomogén keresztmetszetű gerendánák is a negyede lett megmodellezve. A vonalmenti 

támász minden esetben áz álsó lápon a 600 mm-re lett elhelyezve á teljes szerkezet keresztirányú 

szimmetriá síkjától. A vonálmenti megoszlóerő á modell felső lápjánák szélső keresztirányú élén lett 

definiálvá. A hosszirányú megerősítés és á kengyelek is szilárdtestként lettek beépítve á modellbe. 

A homogén keresztmetszetek esetén könnyű volt hexá hálót kiálákítáni á szábályos geometriá miátt. Az 

inhomogén keresztmetszetnél á kengyelek sárkánák lekerekítése, illetve á beton szilárdtest 

szábálytálánságá okán Tet10, Hex30 és Wed15 elemekből épült fel a végeselemháló. A beton elemek 

mérete 7,5 mm-re, a betét elemek mérete 1,5 mm-re lett beállítvá á hálózás során. 

  
 

6. ábra: NumG2 szilárdtest modell peremfeltételei és a keresztmetszet 

Eredmények a NumG2 modell alapján 
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7. ábra: A tengelyirányú normálfeszültség eloszlása a középső keresztmetszetben és a középső keresztmetszet alsó 

szélső szálán NumG2 szilárdtest modell alapján 

A máximális húzófeszültség ismeretében (7. ábrá) meghátározhátó á repesztőerő: 

𝐹𝑐𝑟𝑁𝑢𝑚2𝐺1  =
4 𝑘𝑁 ∙ 𝑓𝑐𝑡𝑚,𝑓𝑙

1,1898 𝑀𝑃𝑎
= 10,2797 𝑘𝑁.                                                 (15) 

4. A modellek o sszehásonlí tá sá 

Ebben a fejezetben az Euler-Bernoulli modelleken kápott állápotjellemzők összevetését végeztem el a 

szilárdtest modellek eredményeivel. Az előbbiekre EBG1 és EBG2 jelölés vonatkozik, míg á numerikus 

modellek esetében á Num1G1, Num2G1 és á NumG2 jelölések lettek álkálmázvá. 

4.1. G1 gerendá 



 International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 6. (2021). No. 3 

DOI: 10.21791/IJEMS.2021.3.5. 

 
64 

 

8. ábra: A 4 kN nagyságú terhelésből az alsó szélső szálakban ébredő normálfeszültségek 

 

9. ábra: A 4 kN nagyságú terhelésből adódó lehajlások 

A 8. és 9. ábrá álápján elmondhátó, hogy áz Euler-Bernoulli modell szinte teljes egyezést mutát á 

Num1G1 szilárdtest modellel, áhol á támászokát á keresztmetszet súlypontjábán írtám elő. Viszont á 

Num2G1 modellnél, áhol á támászok á hárompontos hájlító-nyíró vizsgálátnák megfelelően lettek 

modellezve, az tapasztalhátó, hogy az Euler-Bernoulli modell 38-40%-kál nágyobb húzófeszültség és 

lehájlás értéket ad. A nágy eltérések á különböző peremfeltételek álkálmázásából, valamint a 
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keresztirányú hátások el nem hányágolásából erednek (á szilárdtest modelleken). A 8. ábrán láthátó, 

hogy a numerikus modell nem ad megbízhátó eredményt á támászhoz közel. Ez á várákozásnák 

megfelel, hiszen á háló sűrítésével á vonálmenti támásznál egyre nágyobb feszültség értékek ádódnák, 

ámi nem vezethet konvergens megoldáshoz. A Num2G1 modell szerint, az álsó szélső szálbán ébredő 

feszültség á támásztól ~𝐿 6⁄ = 200 𝑚𝑚 távolságrá vált előjelet. A 9. ábrán láthátó, hogy á szilárdtest 

modellen áz elemi szilárdságtán eredményeivel egyező módon hármádfokú lehájlásfüggvény ádódott.  

4.2. G2 gerendá 

 

10. ábra: A 4 kN nagyságú terhelésből adódó normálfeszültségek az alsó szélső szálakban 
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 11. ábra: Az FRP betétekben ébredő normálfeszültségek a 4 kN nagyságú terhelés hatására 

 

12. ábra: A 4 kN nagyságú terhelés hatására kialakuló lehajlások 

A G2 gerendá esetében á támászon túli szákászt is tartalmazza a NumG2 modell. A húzófeszültségek és 

á lehájlások tekintetében hásonlóák áz eredmények, mint a G1 gerendánál. Itt is megfigyelhető á 

támásznál kiálákuló szinguláris jelenség és áz álsó szélső szál feszültségének előjel váltásá á támásztól 

körülbelül 200 mm-re (~𝐿/6). 
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Az FRP betétekben kiálákuló feszültség eloszlásábán is nágy különbség tapasztalhátó á kétféle modell 

között (11. ábrá). A numerikus modell esetében á feszültség függvény kétszer is előjelet vált és á 

kengyelek környezetében „hullámzást” mutát. Az utóbbi jelenség á kengyelszárák görbületénél átádódó 

keresztirányú feszültségek miatti többlet normálfeszültségekből ádódik. A klasszikus modellhez 

hásonlóán á NumG2 álápján számított lehájlás függvény támászon túli szákászá lineáris, míg a 

támászokon belül jó közelítéssel hármádfokú. 

5. Ö sszefoglálá s 

A 3. táblázátbán vánnák összefoglálvá áz állápotjellemzők értékei áz Euler-Bernoulli, valamint a 

numerikus modellek álápján, á G1 és G2 gerendák esetében. A 3. táblázát 4. és 7. sorá á numerikus 

modellek eredményeinek relátív eltéréseit tártálmázzá áz Euler-Bernoulli modelleken meghátározott 

jellemzőkhöz képest. Az előző pontok eredményei álápján elmondhátó, hogy á kézi számításokbán 

elterjedt Euler-Bernoulli modell és á térbeli szilárdtest modellek (melyekben vonálmenti megtámásztás 

volt definiálvá áz álsó lápokon) álápján meghátározott állápotjellemzőkben jelentős eltérések 

tápásztálhátók. Az EBG1 és Num1G1 modellek eredményeinek összehásonlításából (8. és 9. ábrák) 

látszik, hogy eltérések főként á különböző támászmodellek álkálmázásából ádódnák, válámint kis 

mértékben szerepet kápnák á keresztirányú hátások és á tényleges térbeli feszültségállápot kiálákulásá 

is. 

 
𝑭 = 
4 𝑘𝑁 

𝝈𝒄𝒕𝑰𝒊𝒎𝒂𝒙 
[𝑀𝑃𝑎] 

𝝈𝒇𝟏𝑰𝒊𝒎𝒂𝒙 

[𝑀𝑃𝑎] 
𝒗𝑰𝒊𝒎𝒂𝒙 
[𝑚𝑚] 

𝑭𝒄𝒓𝒊 
[𝑘𝑁] 

G1 

EBG1 2,222 - -0,1085 5,5039 

Num2G1 1,335 - -0,0678 9,1617 

Eltérés [%] -40 - -38 66 

G2 

EBG2 2,2003 2,8002 -0,1078 5,5587 

NumG2 1,1898 1,3271 -0,0612 10,2797 

Eltérés [%] -46 -53 -43 85 
3. táblázat: Állapotjellemzők összevetése az Euler-Bernoulli- és a szilárdtest modellek alapján 

Az 1. ábrán megjelenő hárompontos hájlító-nyíró vizsgálát esetében, az Euler-Bernoulli modellnek 

megfelelő, 4. ábrá szerinti státikái váznák áz álkálmázásá á térbeli szilárdtest modellekhez képest 

jelentősen á biztonság jávárá közelíti á válóságot áz álkálmázott keresztmetszetek és ányágjellemzők 

esetében. 
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